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SEINEM HOCHVEREHRTEN LEHRER 



HERRN PROFESSOR D*- ERNST SCHERING 



ALS EIN 



ZEICHEN SEINEB DANKBARKEIT 



DER VERFASSER. 



Die folgenden Untersuchungen wurden veranlasst durch den Beweis 
eines von Gauss ohne jede Andeutung eines solchen gegebenen Lehrsatzes, 
welchen Herr Professor Schering in seiner akademischen Vorlesung über 
Potentialtheorie im Wintersemester 1874/75 mittheilte. 

Der betreffende Satz, aus Gauss' Nachlass abgedruckt im fünften Band 
seiner Werke (Nachlass, Zur Electrodynamik [4], pag. 605) lautet folgender- 
massen : 

„Von der Geometria situs, die Leibnitz ahnte, und in die nur einem 
Paar Geometern (Euler und Vandermonde) einen schwachen Blick zu thun 
vergönnt war, wissen wir nach anderthalbhundert Jahren noch nicht viel 
mehr wie nichts. 

„Eine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der geometria situs und der 
geometria magnitudinis wird die sein, die Umschlingungen zweier geschlos- 
sener oder unendlicher Linien zu zählen. 

„Es seien die Coordinaten eines unbestimmten Punktes der ersten Linie 
x y z, der zweiten x' j' z', und: 

\x'— x) [dydz' — dzdy'] + (y '— y) [dzdx' — dxdz'] + (z'— z) [dxdy' — d ydx'] 



iß 



[(x'-x)* + (y'_y)» + (z'-z)*]»/» 

= v. 



dann ist dieses Integral, durch beide Linien ausgedehnt 

== 4 m n 
und m die Anzahl der Umschlingungen. 

„Der Werth ist gegenseitig, d. i. er bleibt derselbe, wenn beide Linien 
gegen einander? umgetauscht werden. 

1833. Jan. 22. — a 

Der von Herrn Prof. Schering im Jahre 1867 aufgestellte Beweis dieses 
Satzes ergibt sich bei Gelegenheit potentialtheoretischer Entwicklungen. 

Wie in Folgendem gezeigt werden wird, ist es nicht nöthig, auf Po- 
tentialtheorie zurückzugreifen-, es genügt zum Beweise des Satzes allein 
schon der Begriff des „räumlichen Winkels", welchen Gauss in seiner Ab- 
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handlung „Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus" [1838. Werke , Bd. V 
Art. 38] eingeführt hat. 

Es ist dies das räumliche Analogon desjenigen Winkels, unter welchem 
in der Ebene in irgend einem Punkte eine Curve erscheint. 

Wir werden desshalb zunächst diesen Winkel, „den ebenen Winkel", 
genauer untersuchen, umsomehr, als die hier bestehenden Lehrsätze fast 
sämmtlich ihre Analoga im Räume finden werden. 



A. Theorie des ebenen Winkels. 

I. Definition des ebenen Winkels und Darstellung desselben für 
offene und einfach geschlossene Curven. 

Wir nennen den ebenen Winkel, unter welchem eine Linie in einem 
Punkte, dem Augenpunkte, erscheint, den Kreisbogen, welchen die von jenem 




Punkte nach den Endpunkten der Linie gezogenen Strahlen aus der Peri- 
pherie eines, mit dem Radius Eins um den Augenpunkt beschriebenen Kreises 
herausschneiden. 

Der Werth dieses ebenen Winkels hängt offenbar zunächst von der 
Lage des Augenpunktes zur Curve ab. Sodann wird er in wesentlicher Ab- 
hängigkeit von der Gestalt der Curve stehen. 

Betrachten wir jedoch den ebenen Winkel nur einer Seite der Curve, 
so wird sich die Abhängigkeit vorzugsweise nur auf die Lage der Endpunkte 
der Curve erstrecken, da im andern Falle als Augenstrahlen eventuell die, 
vom Augenpunkte an die Curve gelegten Tangenten genommen werden 
müssen. 

Einige speciellen Werthe des ebenen Winkels werden gleich anzu- 
führen sein. 
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Ist eine Curve geschlossen, und liegt der Augenpunkt innerhalb der 
Curve, so ist der ebene Winkel der Aussenseite = 0, derjenige der Innen- 
seite aber = 2 ri. 

Liegt der Augenpunkt ausserhalb der Curve, so ist der ebene Winkel 
der Innenseite = 0, derjenige der Aussenseite — ausgeschnitten von den 
an die Curve vom Augenpunkte aus gelegten Tangentialstrahlen — gleich 
irgend einem bestimmten von der Gestalt der Curve und der Lage des 
Augenpunktes abhängigen Werth. 

Bei geschlossenen Curven werden wir für gewöhnlich den ebenen Win- 
kel nur der Innenseite der Curve in Betracht ziehen. 

Liegt nun der Augenpunkt auf der Curve selber, und ist diese stetig 
gekrümmt, so dass in dem Augenpunkte eine Tangente existirt, so ist der 
ebene Winkel der Curve = n. 

Liegt er aber auf einer von der Curve gebildeten Spitze, so ist der 
ebene Winkel gleich dem Kreisbogen, welchen die beiden, in dieser Spitze 




an die Curve gelegten Tangenten aus der Peripherie des um den Augen- 
punkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises ausschneiden. 

Verläuft endlich die Curve nach beiden Seiten in's Unendliche, bleibt 
aber beständig auf derselben Seite einer durch den Augenpunkt gelegten 
geraden Linie, so ist der ebene Winkel der diesem Punkte zugewandten 
Curvenseite wieder gleich n. 

Es wird nun zunächst nöthig sein, einen Ausdruck für den ebenen 
Winkel einer Curve abzuleiten. 

Sei S irgend eine stetig gekrümmte Curve, welche wir in der Zeich- 



nung von unten nach oben positiv rechnen wollen. Sei x' y' der auf der 
linken Seite der Curve S liegende Augenpunkt, 2 die Peripherie des um 
denselben mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises. 

Dann wird durch die von jenem Punkte nach den Endpunkten des 
Curvenelementes d S gezogenen Strahlen aus der Peripherie 2 der ebene 
Winkel jenes Elementes, d S ausgeschnitten. 




Sei r die Entfernung eines Punktes des Elementes d S vom Punkte 
x' y' — welche wir von x' y' nach d S positiv rechnen — ; so beschreiben 
wir mit r als Radius um x' y' als Mittelpunkt einen Kreis s. Aus diesem 
werden die nach d S gezogenen Strahlen das Element d s ausschneiden, des- 
sen ebener Winkel natürlich auch = dl ist. 
Wir haben nun nach bekanntem Satze 

ds _ dlogr dg _ __ dlogT ds 
r 



d^= — = 



dr ~~ dr 

Nun können wir ds auffassen als die senkrechte Projection des Ele- 
mentes dS auf die Kreisperipherie s. Es ist mithin: 

d s = d S cos (d s, d S), 
wenn wir mit (d s ; dS) den Winkel zwischen ds und dS — welche wir in 
derselben Weise positiv rechnen — bezeichnen. 

Ist nun N die Normale zu d S , welche wir mit Rücksicht auf die 
Richtung der Curve S stets nach links positiv rechnen, so können wir an 
Stelle des Winkels (ds, dS) den Winkel zwischen den zugehörigen Nor- 
malen r und N, also (r, N) einführen und erhalten somit 

ds = dS cos (r,N). 
Hier sind nun ds und dS absolute Grössen. Es ist mithin auch vom Cosinus 
der absolute Werth zu nehmen. Da wir nun s in gleicher Weise positiv 
rechnen wie S , d. h. so , dass der Punkt x' y' auf der linken Seite von s 
liegt, so sehen wir, dass der Winkel (ds, d S) spitz, (r, N) aber stumpf ist. 
Wir^: müssen den Cosinus des letzteren also mit einem Minuszeichen versehen, 
und erhalten dann 

ds — — dS cos(r,N). 
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Tragen wir nun auf der Normale von ihrem Anfangspunkte an das 




Stück dN ab und projiciren dasselbe auf r ; so entsteht hier das correspon- 
dirende Differential dr. Es ist dann 

/ ^t\ d r 

coB(r,N) = , 

d r 
und zwar werden beide Seiten für einen stumpfen Winkel negativ ; da -™ 

als wirklicher Differentialquotient aufzufassen ist. 

Wir haben also jetzt 

dr 



dN 



dS ; 



sowie, wenn wir diesen Werth von d s in die Formel für d F einführen, 

a log' ds 



dl = 



dr 



Ü2II iL dS. 



dr dN 

Hierfür haben wir unmittelbar, da loa;— eben nur durch r von N ab- 
hängen kann: 

dr = ^i°|i ds. 

dN 

Diese Formel gibt also den Werth des ebenen Winkels an, unter 
welchem im Punkte x'y' das um r entfernte Curvenelement dS erscheint. 

Hier haben wir nun angenommen, die Normale N sei auf x'y' zu — 
d. h. entgegengesetzt gerichtet wie r. Ist sie von x'y' ab, d. h. mit r 
gleichgerichtet, so ergibt sich unmittelbar — da dann die Winkel (d s, d S) 
und (r,N) gleichzeitig stumpf oder spitz sind — 
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d£ = 



ii^z as. 

dN 




Um nun den ebenen Winkel der ganzen Curve S zu erhalten , haben 
wir die ebenen Winkel aller Curvenelemente d S zu summiren ; d. h. haben 
wir rechts über die Curve S, links über dasjenige Stück der mehrerwähnten 
Kreisperipherie zu integriren, welches durch die nach den Eckpunkten der 
Curve S gezogenen Augenstrahlen ausgeschnitten wird. So erhalten wir, 
wenn die Normale N beständig auf x' y' zugewandt ist. 



/d2?=/*^dS, 



dN 
und wenn N beständig von x' y' abgewandt ist, 

d logT 
dN 

Ist nun die Normale N theils dem Punkte x' y' zugewandt, theils 
von ihm abgewandt, d. h. bildet die Curve S eine Ausbuchtung, wie in 



/«--/- 



dS. 




nebenstehender Figur bei B und C , so legen wir von x' y' an die Curve 
zwei Tangenten, welche dieselbe in B und C berühren, also gerade die Aus- 
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buchtung ausschneiden. Natürlich kann S bei B > und C auch Spitzen bil- 
den, also die Gestalt einer Zickzacklinie besitzen, ohne dass die Betrachtung 
und das Resultat geändert würden. Dann ist der ebene Winkel der Strecke 
B C — auf welcher also N von x' y' abgewandt ist — negativ, derjenige 
aber der von denselben Strahlen aus- 
geschnittenen Strecke CD — auf wel- 
cher N nach x' j' hingewandt ist — 
jenem gleich, aber positiv. Wenn wir 
also den ebenen Winkel der ganzen 
Curve AE bilden, d. h. die ebenen 
Winkel der einzelnen Theile summiren, 
so zerstören sich die den Strecken BC 
und C D zugehörigen Theile , und es 
wird — wie dies auch unmittelbar zu 
erkennen — der ebene Winkel der 
ganzen Curve denselben Werth be- 
sitzen, als wenn die Curve gar keine 
Ausbuchtungen bildete. 

Ist nun die Curve S geschlossen, 
und liegt der Augenpunkt x' y' ausser- 
halb, so werden die einem Elemente 
dS entsprechenden Augenstrahlen die 
Curve eine gewisse Anzahl von Malen 
durchsetzen — in den Punkten 1234.. 
— und zwar ist diese Anzahl nothw en- 
dig eine gerade. Im Elemente d S 1 
ist nun die Normale Ni von x'y' ab- 
gewandt, im Elemente dS2 ist N2 zu- 
gewandt u. s. f. ; wir erhalten mithin 
für alle von denselben beiden Strahlen 
ausgeschnittenen Curvenelemente : 

dlog 



iU = 



d£: 



- d£: 



&2 = 
Die Addition 



dNi 

dlogl 
dN 2 

d log 

~dN7 

dlog! 



dSi 



dSa 



dSs 



dS4 etc. 



dN 4 
sämmtlicher Glieder 
ergibt also wegen der geraden Anzahl 
derselben 
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( 8 TdN ; 



wo die Summe über alle von denselben Strahlen ausgeschnittenen Curven- 
elemente auszudehnen ist. 

Für zwei andere Strahlen werden wir analog erhalten: 

d log r * 



= Z, c 



dS*. 



J ( s *>dN* 

Summiren wir nun über alle diese Strahlen ? welche von x' y' über- 
haupt nach Elementen der Curve gezogen werden können ; so erhalten wir 
linker Hand den Werth Null; rechter Hand erhalten wir jedes Element 
der Curve S ; und zwar jedes nur einmal. Die so entstehende Doppelsumme 
ist also nichts anderes als das über die Curve S erstreckte Integral 



/ 



d log7 
d N~" 



dS. 



Wir erhalten mithin für den Werth des ebenen Winkels 
schlossenen Curve in Bezug auf einen ausserhalb liegenden Augenpunkt 

~J dN 

Liegt nun der Punkt x' y' innerhalb der Curve S ; so ist die Anzahl 
der Punkte 12 3 . . . , in welchen ein von x' y' ausgehender Strahl die 




Curve trifft, immer ungerade. Im Elemente dSi ist hier die Normale nach 
x' y hingewandt, im Elemente dS2 abgewandt u. s. f. Wir haben also hier 



dz 


d log y 2 

~^ dN 2 


dr 


dlog V3 
— dN 3 


p __ 
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für die von denselben Strahlen ausgeschnittenen Elemente d S die folgende 
ungerade Anzahl von Formeln : 

" dSs 

-f dr = -^r 1 dSs etc v 
deren Addition ergibt 

d E = nsFTN L d S; 
wo die Summation wie vorher über alle von denselben Strahlen ausgeschnit- 
tenen Curvenelemente auszudehnen ist. Summiren wir nun auch hier noch in 
Bezug auf alle diese Strahlen, so erhalten wir wie vorher rechts das über S 
erstreckte Integral i i 1 

J-t¥ dS - 

Links ergibt sich in diesem Falle dass über die ganze Peripherie 
des um x' y' mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises erstreckte Integral 

/ d E. Da nun dessen Werth = 2 n ist , so erhalten wir als Werth für 

den ebenen Winkel einer geschlossenen Curve in Bezug auf einen innerhalb 
derselben liegenden Augenpunkt 

2n =fSr dS - 

Auch hier erkennen wir, dass Ausbuchtungen der Curve, bei welchen 
also die Normalen theils dem Augenpunkte zu-, theils von ihm abgewandt 
sind, nur paarweis gleiche und dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Terme 
unter dem Integrale hinzufügen, welche also, da sie sich gegenseitig zer- 
stören, keine* Aenderung an dem Werthe des Integrales hervorzubringen im 
Stande sind. — 

Liegt nun x'y' auf der als stetig gekrümmt angenommenen Curve, so 
wird unter dem Integrale r einmal der Null gleich , die zu integrirende 
Function also einmal unendlich. Wir können diesen Fall also nicht als 
Gränzfall betrachten. Direct ergibt sich aber unmittelbar 

da der ebene Winkel, unter welchem eine geschlossene Curve in einem 
ihrer Punkte erscheint, nach den vorausgeschickten Bemerkungen stets = n 
ist, wenn die Curve in diesem Punkte sich stetig krümmt, d. h. eine Tan- 
gente besitzt. — 
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II. Betrachtung des Falles mehrfach geschlossener Curven. 

Die vorhergehende Entwickelung gilt für den Fall, dass die Curve S 
nur einfach geschlossen ist. 

Ist die Curve mehrfach geschlossen, so können wir sie stets auffassen 
als einen Complex von mehreren einfach geschlossenen Curven ; von denen 
immer zwei oder mehrere einen Punkt mit einander gemein haben — einen 
der Durchkreuzungspunkte der ganzen Curve S mit sich selbst. Haben die 
einzelnen Theilcurven mehrere Punkte mit einander gemein ; so können wir 
sie uns durch Verschiebung stets in die einfache Lage gebracht denken, in 
welcher sie nur einen Punkt gemeinsam besitzen. 

Liegt nun x' y' irgend wo innerhalb der mehrfach geschlossenen 
Curve S — welche also in nebenstehender Figur aus den Theilcurven S 1 




S2 S3 besteht — ; so wird er in Bezug auf einige der Theilcurven als in- 
nerhalb, in Bezug auf andere als ausserhalb liegender Augenpunkt gelten. 
Beachten wir nun, dass der ebene Winkel der ganzen Curve S gleich der 
Summe der ebenen Winkel der Theilcurven sein muss, da unmittelbar 
besteht 

(SO , (Si) 



AH. 



logT 



dS 



/ 



dlogT 



dSi 



+ /% 



logF 



dÖ2 etc. 



J ~" ~~ •/ dN ~ M ' J dN 
sämmtliche Integrale in derselben Richtung genommen, — so können wir 
unmittelbar unsere vorhergehenden Sätze anwenden. Es sind also die Inte- 
grale rechter Hand je = 0, wenn x' y' ausserhalb der Integrationscurve 
liegt, je = 2 tt, wenn x' y' innerhalb der Integrationscurve liegt. 

Es ist also der ebene Winkel einer mehrfach geschlossenen Curve S 



/ 



d log r 

"dN" 



dS 



2 71 . m, 
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wenn die Zahl m angibt , wie oft die Curve S den Augenpunkt x' y' um- 
schliesst. 

Liegt nun x' y' auf einer der Theilcurven Si S2 . . . ; so tritt — wenn 
wir die Durchkreuzungspunkte ausschliessen — rechter Hand noch die Grösse 
-f- 7i hinzu, wenn die Curve stetig gekrümmt ist. 

Für einen Durchkreuzungspunkt als Augenpunkt lässt sich der Integral- 
werth nicht allgemein angeben, da derselbe von dem Winkel abhängt, unter 
welchem sich die Curve S durchkreuzt. 

Nur in dem Falle, wo sich die Curve S in den Durchkreuzungspunkten 
berührt, tritt oben rechter Hand noch das Glied -f- n n hinzu, wenn n die 
Anzahl der sich in einem Durchkreuzungspunkte berührenden Curventheile. 




In nebenstehender Figur liege x'y' in dem Punkte A, in welchem sich 
drei Theilcurven berühren. Wir haben also hier, da eine Theilcurve den 
Punkt A noch umschliesst, 



/ 



dlogl 

dN 



dS 



2n -f- 3 . 71. 



Schliessen Wir nun die singulären Durchkreuzungspunkte aus und 
nehmen wir an, die Curve S sei n-mal geschlossen, so erhalten wir, wenn 
x' y' entweder ausserhalb S, oder auf der ersten Theilcurve, oder innerhalb 
derselben, oder auf der zweiten Theilcurve, oder innerhalb dieser u. s. w. 
liegt, successive für das Integral 



j 



ü&ias: 



folgende Werthe 

, TT , 2 7i , 3 n , 4 tt, . . . (2 n — 1) 7i. , 2 n Ti . -— " 
Wie das Resultat sich gestaltet , wenn die Theilcurven nicht die 
einfache Lage haben, sondern sich gegenseitig schneiden, ist leicht zu 
erkennen. — 
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III. Analytische Darstellung des Ausdruckes für den ebenen Winkel. 
Geometrische Interpretation. 

Nicht ohne Interesse ist es, den Ausdruck für den ebenen Winkel 
einer Curve analytisch in den Coordinaten auszudrucken; da sich hier eine 
bemerkenswerthe geometrische Interpretation der unter dem Integralzeichen 
stehenden Function ergeben wird. 

Schreiben wir unser Integral 

so haben wir zu beachten, dass, da r nur durch die Coordinaten des Ele- 
mentes d S — welche wir x y nennen — von N abhängen kann , die Glei- 
chung besteht 

dr dr dx , dr dy 

dN — "di ' dN + dy dN 
oder 

_ x— x' dx , y— y' dy 
r " * dN ""*" r * IN 
weil rr = (x — x') 2 -f~ (y — y') 2 

Ferner haben wir unmittelbar, unserer Festsetzung über die positive 
Richtung der Curve S gemäss, 

-^ d S = d S cos (x, N) 

= — d S cos (y, d S), 
da der Winkel (x, N) und der Winkel (y, d S) sich um n unterscheiden. 

Es ist nun d S cos (y, d S) gleich der senkrechten Projection von d S 
auf die y- Achse, also gleich d y. Mithin ist 

||dS = -dy. 

Analog erhalten wir 

~| dS = dS cos(y,N) = dS cos(x, dS) 

= -f dx. 
Nach alle diesem geht also unser Integral über in 

./ r dN 

dx , ^ , , A dy , ^i 1 



-V[( x - x ')d4 dS + ("')di dS ] 
= -/[- ( x - x ') a j + (y-y) dx ] h 



rr 
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= +- J i>- x ') d 7 - ( ^-y) d x ] • L- 

Hierfür können wir endlich auch sehreiben, da die Differentiale nach 
S zu nehmen sind 



/ 



MlogT Ag = 



dN 

dx 



Nach einem bekannten Determinantensatze ist nun der Flächeninhalt 
eines Parallelogramm es , dessen eine Ecke im Coordinatenanfang liegt, und 
dessen beide anderen bestimmenden Ecken die Coordinaten xi vi und xa p 
besitzen ; gleich 

I x * yi I 

| — XI Y2 ■ VI X2 . 

| X2 y2 1 
Nun ist im obigen Integrale (x — x') die Protection von r auf die 

x-Achse, (y — y') diejenige von r auf die y- Achse. Ebenso ist ~~z d S die 

d o 

Protection von dS auf die y- Achse, ,-~ dS diejenige von dS auf die x- Achse. 

Lassen wir also diese vier Grössen die Coordinaten von zwei Punkten be- 
deuten, und nehmen wir noch den Coordinatenanfang 00 hinzu, so erkennen 
wir, dass 

(x— x') -^ d b — (j—y 1 ) jg d S = 

| (x— x 1 ) (y— y') j 

|ds dh äs dS ! 

den Flächeninhalt eines Parallelogrammes bedeutet, dessen beide bestimmen- 
den Seiten der Grösse und Richtung nach gleich r und d >S sind. 

Interpretiren wir nun auch den unter dem Integrale auftretenden 

Nenner rr geometrisch, so erhalten wir 

i 



/*■*» =/** 



=./ 



dN 
Flächen-Inhalt eines Parallelogrammes (Seiten = r, d S) 



Flächen-Inhalt des Quadrates = r r. 

D. h. Der Ausdruck für den ebenen Winkel, unter welchem in irgend 
einem Punkte eine Curve erscheint, ist gleich einem über diese Curve erstreckten 
Integrale, dessen jedes Element das Verhältnis^ der Flächenmhalte zweier ebe- 
nen Figuren bedeutet. — 

Durch Einführung von Polarcoordinaten ist es nun leicht, zu zeigen, 
dass im Falle einer um x' y' einfach geschlossenen Curve S der We.rth 



unseres Integrales = 2 n ist. 



2 



Wir setzen 



so ist also 



Mithin 
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x = x' -j- r cos y 
y = y' -(- r sin 9, 

x~—x' — r cos 9 ; y — y' = r sin 9 

d x = — r sin 9. d 9 -j- d r . cos 9 

d y = r cos 9 . d (^ ~(- d r . sin 9. 

(x— x') dy — (y— y') dx = 

r r cos 2 qp . d 9 -f- r d r . sin 9 . cos 9 

-j- r r sin 2 9 . d 9 — r d r . sin 9 . cos 9 

= r r (sin 2 9 -f- cos 2 9) d 9 = r r d 9. 



Also ist 



und dies ist, da bei einer einfach geschlossenen Curvo zu integriren ist von 
<p = bis 9 = 2 tt : 

= 2 TT- 

Auch hier ist leicht zu erkennen, dass Ausbuchtungen der Curve ohne 
Einfluss auf das Resultat sind. 

Liegt nun der Augenpunkt ausserhalb der Curve, so ist das Integral 

/ d 9 = , da die Elemente unter demselben paarweise einander gleich 
und entgegengesetzt auftreten. Oder , wie wir auch sagen können , es ver- 
schwindet das Integral / — ^^— - d S , weil es über eine geschlossene Curve 

S erstreckt ist, und die Funktion unter demselben innerhalb der ganzen 
von S begränzten Fläche eindeutig, stetig und endlich bleibt. — 



1Y. Allgemeine Lehrsätze. 

Aus dem bisher Gesagten ergeben sich nun mit Leichtigkeit folgende 
Bemerkungen. 

Sind SS'S" . . . geschlossene Curven und existirt ein Punkt x'y', tvel- 
cher gleichzeitig innerhalb aller dieser Curven liegt, so ist stets 

y— ^ds -J- iW - dS -y-j^-dS etc. 

wo r r' r" . . . die Entfernungen von x'y' resp. nach dS dS' d S" . . ., 
NN'N".,. die nach innen gerichteten Normalen zu dS d S' d S" . . . be- 
zeichnen. 

Natürlich sind diese Integrale nur deshalb einander gleich, weil sie 
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durch geschlossene Curven ausgedehnt sind und weil innerhalb aller dieser 
Curven der Punkt x' y' liegt — der ebene Winkel einer jeden Curve in 
diesem Punkte also = 2n ist. 




Aus gleichem Grunde besteht : 
Sind S S' S" . • . stetig gekrümmte einfach geschlossene Curven, welche 




sich mmmtlich in einem und demselben Punkte x' y' schneiden oder berühren, 
so ist stets 

i i i 






etc., 



wo rr'r" . . die Entfernungen von x' y' resp. nach dSdS' dS"... bedeuten. 

Hier ist nämlich der Werth einer jeden der Integrale = n. Desshalb 

gilt der Satz nach der am Anfange dieses Theiles gemachten Bemerkung 



— 20 - 

auch dann noch, wenn eine oder mehrere der Curven S, nach beiden Seiten 
m's Unendliche verlaufend , beständig je auf derselben Seite einer durch 
x' y' gelegten Geraden bleiben. 

Einige interessante Sätze ergeben sich nun, wenn wir den Augenpunkt 
Curven und Flächen beschreiben lassen. 

Ist S geschlossen und liegt x' y' innerhalb, so haben wir also 



/ 



dN 



Lassen wir nun x' y' irgend eine beständig innerhalb S verlaufende 
geschlossene oder nichtgeschlossene Curve S' beschreiben, so bleibt der Werth 
obigen Integrales beständig = 2 n , da er unabhängig von der Lage des 
Augenpunktes innerhalb S ist. Multipliciren wir daher mit dem Elemente 
d S' und integriren wir über S', d. h. bilden wir für jeden Punkt der 
Curve S' das obige Integral und summiren wir alle diese Werthe, so ergibt 
sich unmittelbar 

(SO (S) , 

wenn S' die Länge der von x'y' beschriebenen Curve. Also: 

Ist S eine geschlossene, S' irgend eine andere innerhalb S verlaufende 
Curve, bezeichnet r die Entfernimg eines Elementes der Curve S' nach einem 
Elemente der Curve S , und N die nach innen gerichtete Normale zu S ; so 
ist die Länge der Curve S' ausgedrückt durch das über diese beiden Curven 
erstrechte Doppelinter/ral 

(S ( ; (sj , 

^/dS'ÄpdS • - 
2 71./ J d IN 

Liegt nun der Punkt x' y' ausserhalb der Curve S, so haben wir 



/ 



d '°|-' ,1 S =0. 

d JN 



Lassen wir also hier den Punkt x' y J irgend eine , beständig ausser- 
halb S verlaufende Curve S' beschreiben, so folgt 

J J d JN 

Also: 

Ist S eine geschlossene , S' irgend eine andere Curve, 1 reiche beständig 
ausserhalb S verläuft, so ist bei gleicher Bedeutung der Crossen r und N wie 
vorher das über beide Curven erstreckte DoppeUntegml 



/"'/*&'- dS 



stets der Null gleich. — 

Lassen wir nun x' y 1 eine Curve S' beschreiben, welche die Curve S 
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durchsetzt, also nicht beständig innerhalb, noch lediglich ausserhalb S ver- 
läuft, und bilden wir dann für jeden Punkt der Curve S' das Integral 




/- 



1 



— -v-fer- 1 - d S , so ist dieses für alle ausserhalb 8 liegenden Curvenpunkte 

= 0, für alle innerhalb S liegenden Punkte von 8' aber = 2rt. Multipli- 
ciren wir also dieses. Integral mit d S' und integriren über S', so erhalten 
wir als Werth des so entstehenden Doppelintegrales 2n, multiplicirt in die 
Länge des innerhalb S liegenden Stückes der Curve S'. Also : 

Ist S' irgend eine Curve, -welche die einfach geschlossene Curve H einmal 
oder mehrere Male durchsetzt, so ist die Summe der Längen der innerhalb S 
liegenden Theile der Curve S' ausgedrückt durch das über beide Curven erstreckte 
Doppelintegral 

wo r die Entfernung von dS' nach dS ; N die nach innen gerichtete Normale 
zu d S. 

Dieser Satz ist der allgemeinere, denn er umfasst offenbar die vorher 
angegebenen als spezielle Fälle. 

Lassen wir nun die Curve S' geschlossen im innern von 8 verlaufen 
und lassen wir sie mit S zusammenfallen — so bedeutet das nur, dass wir 
den Augenpunkt x' y' auf der Curve S selbst fortschreiten lassen. Da aber 
dann der Werth des Integrales 



j 



dN 



wenn S stetig gekrümmt ist, beständig = n ist, so ergibt sich unmittelbar 

(SO (S) , 

wenn d R' dS zwei Elemente derselben Curve S bezeichnen. Also: 

Bezeichnen ivir mit r die Entfernung eines Elementes der einfach ge~ 
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schlosserten stetig gekrümmten Curve S nach einem andern Elemente derselben 
Curve, mit "N die nach innen gerichtete Normale zur Curve S, so ist die Länge 
dieser Gurre atisgedrückt durch das über diese Curve S erstrechte Doppel- 
integral 

1 /-.„. /'dlog! 1 



/W- 



dN 



dS, 



wo also dS amci dB' zwei Elemente derselben Curve B bedeuten, — 

Ist nun S' eine geschlossene, innerhalb S verlaufende Curve, so können 
wir den Augenpunkt die von S umschlossene Fläche IV beschreiben lassen. 
Bilden wir also dann für jeden Punkt dieser Fläche unser Integral und sum- 
miren wir alle diese Werthe, so entsteht 

/dp 8 ./~JpdS = 2n .P 8 .. 

Durchkreuzen sich die beiden geschlossenen Curven S und S', und ist 
Pf< das innerhalb S liegende Stück der Fläche IV , so ist sofort : 

/dP s ,/^°| F dö = 2 «.Pf-. 

Wir können also allgemein sagen: 

Bezeichnet IV den von irgend einer Curve & umschlossenen Flächen- 
räum, r die Entfernung eines Elementes desselben nach dem Elemente einer 




s: 



K 



andern geschlossenen Curve S, endlich N die nach innen gerichtete Normale 
zu S, so ist der innerhalb S liegende Theil von P& ausgedrückt durch das 
Integral 



1 /• / d log r 

2.7 dl V-W" dS - 



Bezeichnen wir endlich mit Pg den von S selbst begränzten Flächen- 
raum — wo wir also die Begränzungscurve S selbst ausschliessen — ; so 
erhalten wir unmittelbar : 
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Der von einer einfach geschlossenen Curve S begränzte Flächenraum Ps 
ist dargestellt durch das über diesen Raum und über die Curve erstreckte 
Doppelintegral 

wo v die Entfernung von d Pg nach d S ; N die nach innen gerichtete Normale 
zu d S bedeutet. 

Wie leicht zu erkennen, gestalten sieh die hier aufgestellten Sätze nicht 
so einfach , wenn wir für S eine mehrfach geschlossene Curve nehmen. 
Denn dann treten die einzelnen Theile der Curve S' oder der Fläche Pg- 
rechter Hand mit verschiedenen Factoren: 2ti , 4ti ; 6tt . . ., auf. Ebenso 
erhalten wir rechter Hand ; wenn wir x' y' die aus den Theilcurven <ri o^ 
ö"3 . . . bestehende Curve S selber beschreiben lassen die Summe 
n öl -f- 3 tt (72 -f- 5 tt ö*3 etc. — 



V. Unstetigkeit des Ausdruckes für den ebenen Winkel. Satz über 
die Durchkreuzungen ebener Curven. 

Ein höchst interessanter Satz ergibt sieh, wenn wir das Integral 

(S) 
/djogjr / '(x— x')dy — (y— y')d x 

J dN db = J (x— x') 2 + (y-y') 2 

wo nun S eine einfach geschlossene oder nicht geschlossene Curve, nach S' 
differentiiren 7 wenn S' wieder die vom Augenpunkte beschriebene Curve 
bedeutet. 

Da nur die Coordinaten x' y' von S' abhängen und da wir wegen 
der Unabhängigkeit von S und S' direct unter dem Integrale differentiiren 
können , so ergibt sich sofort ; wenn wir nach der Differentiation mit dem 
Differentiale d S' multipliciren 



ds-t/nr] dö ' = 

(S) 
/'j(x-x') [(x~x') [dxdy' + dydx'] - (y-y') [dxdx' - dydy'j] 

- (y-y0[(7-y') [dxdy' -fdydx'] + (x-x') [dxdx' -dydy']]}.^ 

oder A r/^ddsl dS< = 

/ g ) dS' IJ dN J 

= y'{(x-x') 2 [dxdy' + dydx'].- (y-y') 2 [dxdy' + dydx'] 

- 2 (x-x-) (y-y') [dxdx' - dydy']) • }< 

Ist nun S' eine geschlossene Curve, welche keinen Punkt mit der 
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Curve S gemein hat, so dass die Functionen unter den Integralzeichen 
endlieh bleiben, so ergibt die über 8' ausgeführte Integration 

(S')(S) 0== 

/ /*{(x-x') a [dxdy' + dydx'j - (y-y')Mdxdy' + dydx'] 
- 2(x-x') (y-y') [dxdx' -dydy'j}.!, 

da jene erste Seite ein vollständiges Differential ist. 

Um für den Fall, dass sieh die beiden Curven S und S' durchkreu- 
zen, den Werth des obigen Doppelintegrales zu ermitteln, müssen wir vor- 
her folgende Untersuchung der Unstetigkeit unseres Integrales / d log — 

j -jjj-as 

anstellen. 

Haben wir die Curve 8, bei welcher die Normale nach irgend einer 
Seite positiv gerichtet ist, und befindet sich der Augenpunkt auf der Seite 




von S, von welcher die Normale ausgeht, so können wir diese Curve mit 
Hilfe der Curve o zu der einfach geschlossenen Curve s stets so ergän- 
zen, dass die Normale zu S, als Normale zu s betrachtet, nach dem Innern 
von s zu positiv gerichtet ist, und dass der Augenpunkt x' y' innerhalb der 
Curve s liegt. Dann ist offenbar 

(S) 0) (*) 



>' dN •' dN ' 



d log 7 

d N 



der. 



Wir lassen nun den Punkt x' y' auf irgend einer Linie durch S hin- 
durch gehen und bezeichnen mit -j- s und — g die beiden, S unendlich 
nahe auf der positiven und negativen Seite liegenden analogen Punkte dieser 
Linie. 

Bilden wir dann die Differenz der Werthe des obigen Integrales für 
diese beiden Punkte, so haben wir 
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[/-irF«] + .-l/Tf ; H_.= 

Nun ist nach Früherem 

fföd.j, = 2*. 
L/ dN J +s 

da hier x' y' innerhalb s liegt; ferner 

. [/%F *.]_. = * 

da hier x' y 1 ausserhalb s liegt, Sodann ändert sieh das Integral 

(«0 , 

fälogT 

./"dir do " 

stetig beim Durchgange durch die Curve 8, es heben sich also die Werth 
desselben für die einander unendlich nahe liegenden Punkte -}- g un ^ — * 
gegenseitig auf, und es bleibt 

l/S'«] + .-[/^F «]-. = »- 

D. h. Der Werth des ebenen Winkels, unter ivelchem in einem Augen- 
punkte eine Curve S erseheint, ändert sieh sprungweise um 2 n, wenn wir mit 
dem Augenpunkte durch die Curve S hindurchgehen. 

Diese Unstetigkeit unseres Integrales wird uns nun zu einem bestimm- 
ten Werth e des Doppelintegrales pag. 24 führen, wenn sich die beiden 
Curven S und S' durchkreuzen. 

Betrachten wir zunächst den Fall Einer Durchkreuzung. Ho müssen 
wir vorab über den Sinn einer positiven oder negativen Durchkreuzung 
eine Festsetzung machen. 

Die geschlossene Curve S' rechnen wir in bekannter Weise positiv. 
D. h. wenn wir durch Drehung und Verschiebung das Coordinatensystem 
in eine solche Lage bringen, dass die x- Achse die Curve berührt, die y-Aehse 
mit der (nach der von S' begränzten Fläche hin positiv gerechneten) Normale 
zu S' coincidirt — so rechnen wir B' positiv nach der positiven Richtung 
der x-Achse. 

Bei der offenen Curve S hängt es von unserer Willkür ab, nach wel- 
cher Richtung wir sie positiv rechnen wollen, 



e 
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Wir rechnen sie nun allgemein stets positiv nach der positiven Rich- 
tung der x- und y -Achse, so dass die Richtung der Normale coincidirt im 




Allgemeinen mit der positiven Richtung der y- und der negativen der 
x-Achse. 



hf 




I 



Die positive Seite von S ist also dann diejenige , nach welcher die 
Normale gerichtet ist, und wir sagen, S J durchkreuzt S in positivem Sinne, 

*) b) 
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wenn die Richtung von S y der Richtung der Normale entgegengesetzt ist, 
die Durchkreuzung also von der positiven nach der negativen Seite von S 
hin stattfindet. 

Dann würde in nebenstehender Figur a) die Durchkreuzung positiv, 
in b) aber negativ sein. 

In a) beginnen wir die Integration in dem auf der negativen Seite 
von S unendlich nahe an S liegenden Punkte — s von S' und enden in 
dem auf der andern Seite analog liegenden Punkte -f- s. 

Wir erhalten also dann auf der rechten Seite unserer Gleichung 

(so (S) 

f /j(x— x') 2 [dxdy' + dydx'j — (y— y') 2 [dxdy' + dydx'] 

- 2(x— x'j (7— y') [dxdx'-dydy'jj . j, 

wenn wir die Integration ausführen und die an den Gränzen bestehenden 
Werthe substituiren : 

und dies ist dem Vorausgeschickten gemäss = n. 

Im Falle einer positiven Durchkreuzung haben wir also 

(S')(S) 

I j |(x— x') 2 [dxdy' -f- dydx'] — (y— y') 2 [d x d y' -f dydx'] 

- 2 (x— x') (y-y') [dx dx' - dy dy'] j . A = 1 . 2 n. 
In b) beginnen wir die Integration in -f- e und enden in — e, erhalten 
also auf der rechten Seite 

[/^«u.-[/^f«] + . 

und dies ist gleich — 2 n. 

Im Falle einer negativen Durchkreuzung besteht also 
(S')(S) 
j yj(x-x') 2 [dxdy' -f dydx'j - (y-y') 2 [dxdy' + dydx'j 

- 2(x-x') (y-y') [dx d x' - dy dy'] j . I 

= —1.2h. 

Betrachten wir nun gleich den Fall mehrerer Durchkreuzungen. 

In der folgenden Figur haben wir z. B. drei Durchkreuzungen: eine 
negative von — £i nach -{- si und zwei positive von -j- £2 nach — 82 
und -f- £3 nach — «3. 
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Beginnen wir die Integration bei -f- ei, — was willkürlich ist, wir 




könnten auch bei — sz oder — sa beginnen — so lautet die zweite Seite 
unserer Gleichung, wenn wir zur Abkürzung setzen 



dN 
folgcndermaasson 

V , — V , + V , 

oder 



/'dlogT ,^ _ 
./~dN" db - 



[V 



IV 



V 
V 



V 

-I- V 

82 ~ — «1 

+ [v_ 



£3 



— V , ^ 

- £1 -f- £l 



~\- 82 £2] ~i~ l- V -f- £3 ' £3j 

Hier ist die erste Klammergrösse = 2 7i ; die zweite ebenfalls = 2n } 
die dritte = — 2 n. 

Wir erhalten also im Falle zweier positiven und einer negativen Durch- 
kreuzung 
(S')(S) 
/ / |(x— x') 2 [dxdy' -f- dydy'l — (y— y') 2 [dxdy' + dydx'j 

- 2(x— x') (y-y') [dxdx'^dy d y'j ) . ~ 

= 2 . 2 TT — 1 . 2 71. 

Ist allgemein die Anzahl der positiven Durchkreuzungen = m,, die- 
jenige der negativen Durchsetzungen = n, so ist der Werth unseres Doppel- 



integrales 



Also : 



2 7i (m — n). 



Ist S eine beliebige Curve, deren Element die Coordinaten xy besitzt, ist 
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S' eine beliebig geschlossene Curve, deren Element die Coordinaten x' y' be- 
sitzt, bezeichnet r die Entfernung eines Punktes der Curve S' nach einem 
Punkte der Curve S, .so ist der Werth des 'über beide Curven erstreckten Doppel- 
integrales 

(S<)(S) 

/ / | (x — x') 2 |dxdy' -f" dydx'| — (y — y') 2 jdxdy' -\- d y d x'] 
~ 2(x— x') (7-yO [dxdx'-dydy'] J . j 4 

gleich 

2 ix (m — n), 
wenn m die Anzahl des positiven, n diejenige der negativen Durchkreuzungen 
beider Curven. — 

Der Werth des Integrales ist also = 0, wenn beide Curven keinen 
Punkt mit einander gemein haben, denn dann ist sowohl m = als auch 

n = 0. 

Ferner ist der Werth des Integrales = 0, wenn m = n ist, d. h. 
ebensoviele positive wie negative Durchsetzungen stattfinden. Dieser Fall 
tritt stets ein, wenn beide Curven S und S' geschlossen sind, da dann die 
Durchkreuzungen paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten. 

Soll also unser Doppelintegral einen von Null verschiedenen Werth 
besitzen, so darf jedenfalls nur eine der Curven geschlossen sein. — 



ß. Theorie des räumlichen Winkels. 

VI. Definition des räumlichen Winkels und Darstellung desselben 
für offene und einfach geschlossene Oberflächen. 

Unter dem räumlichen Winkel, unter welchem in einem Augenpunkte 
ein Körper oder eine Oberfläche erscheint, verstehen wir das Flächenstlick, 
welches die vom Augenpunkte nach allen Punkten der Begränzung der 




Fläche gelegten Strahlen — oder allgemein die vom Augenpunkte an den 
Körper gelegten Tangentialstrahlen aus der Oberfläche einer mit dem Radius 
1 um den Augenpunkt beschriebenen Kugel ausschneiden. 
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Auch der Werth dieses Winkels wird abhängig sein von der Lage 
des Augenpunktes zum Objecte sowie von der Gestalt des Objectes. 

Die hier am Anfang gleich zu erwähnenden speciellen Fälle sind die 
folgenden : 

Ist *Q eine einfach geschlossene Fläche und liegt der Augenpunkt 
x' y' z 4 ausserhalb des von Q umschlossenen Raumes , so ist der räumliche 
Winkel der Innenseite = ? der der Aussenseite gleich einem bestimmten 
von den an il gelegten Tangentialstrahlen ausgeschnittenen Werthe. 

Liegt x' y* z' innerhalb i\ so ist der räumliche Winkel der Innenseite 
= 4 7i ; derjenige der Aussenseite aber = 0. 

Liegt x J y 1 z' auf £1 selbst und ist il stetig gekrümmt ; so ist der 
räumliche Winkel von £1 gleich 2 re- 
ist Sl nicht stetig gekrümmt , bildet vielmehr im Punkte x' y' z' eine 
Kante oder eine Spitze, so ist der räumliche Winkel gleich dem Stück der 
um x' y' z' mit dem Radius 1 beschriebenen Kugeloberfläche, welches die in 
dieser Kante oder in dieser Spitze an Sl gelegten Tangentialebenen aus- 
schneiden. 

Ist endlich Sl eine nach allen Seiten sich in's Unendliche ausdehnende 
Fläche , welche beständig auf derselben Seite einer durch x' y' z' gelegten 
Ebene bleibt ; so ist der räumliche Winkel der x' y' z' zugewandten Seite 
von <l gleich 2 n. — 

Um einen Ausdruck für den räumlichen Winkel einer Oberfläche Sl 
zu erhalten, verfahren wir folgendermassen. 

Sei r die Entfernung des Augenpunktes x' y' z' nach dem Flächen- 
element d&l, sei // die Fläche der mit dem Radius 1 um x' y' z' beschrie- 




benen Kugel. Ziehen wir nach allen Punkten der Begrenzung von Sl Strahlen 
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von x' y J z' aus, so werden diese aus TT den räumlichen Winkel von ä£l aus- 
schneiden ; derselbe sei d FL Wir beschreiben nun mit der Länge r als 
Radius eine Kugel um x' y' z' als Mittelpunkt, deren Oberfläche co sei. So 
schneiden die , zu d Q gehörigen Augenstrahlen aus dieser Kugeloberfläche 
das Element d co aus, dessen räumlicher Winkel natürlich auch d 77 ist. 
Wir haben nach bekanntem Satze 

dll = — = — 3— dco. 
rr d r 

Nun können wir d co auffassen als die senkrechte Protection von d Q 

auf die Kugeloberfläche co , wir haben also , wenn wir mit (d co , d S"J) den 

Winkel zwischen den beiden Flächenelementen bezeichnen 

d co — d £1 cos (d co , d Sl). 

Wir verstehen unter dem Winkel zwischen zwei Flächenelementen 

den Winkel zwischen den beiden nach derselben Seite gerichteten positiven 

Seiten der Elemente. 

Bezeichnen wir bei geschlossenen Oberflächen stets die innere Seite 

als die positive, bei unserer Fläche il die nach x' y' z' zugewandte Seite, 

so erkennen wir, dass obiger Winkel (d co , d £1) ein spitzer ist. 

Sei N die von der positiven Seite der £1 ausgehende Normale zu d£l, 

so haben wir, da r die Normale zu d co 

"d co = d Si cos (r , N), 

wo vom Cosinus der absolute Werth zu nehmen ist. 

Da wir nun r von x' y' z' ab positiv rechnen, so ist der Winkel (r , N) 

stumpf, wenn (d co , ASi) spitz ist, und umgekehrt, wir haben also zu setzen 

d co = — ASl cos (r , N). 

Tragen wir jetzt vom Anfangspunkte der Normale auf derselben das 

Stück dN ab und projiciren dasselbe auf r, so entsteht hier das eorrespon- 

dirende Differential d r und wir haben 

ätf = cos ( r f N ) 
wo beide Seiten für einen stumpfen Winkel negativ sind. Also ist 

A CO = — A$l t^:. 

dN 
Substituiren wir diesen Werth d co in unsere Formel für d/7, so folgt 

dI7 = d i Af d o 

1 dr dN a ~> 

oder, da — nur durch r von N abhängen kann, 

dn= i^ an. 

dN 
Dies ist also der Ausdruck für den räumlichen Winkel, unter welchem 
im Augenpunkte x' y 4 z' das Flächenelement d $1 erscheint. 

Hier haben wir angenommen, die Normale N sei auf x' y' z' zu, d. i. 
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entgegengesetzt gerichtet wie r. Ist sie mit r gleich, — ■, d. h. von x' j' z' 
abgerichtet, so erhalten wir offenbar 



d/7 = 



A~v 



dN 



% Ü$L 



Um nun den räumlichen Winkel der ganzen Fläche Q zu erhalten, 
haben wir die räumlichen Winkel aller Elemente Ail zu summiren , d. h. 
rechts über die Fläche Sl , links über das Stück der Kugeloberfläche II zu 
integriren, welches von den von x' y' z' nach der Begränzung von Sl gezo- 
genen Strahlen ausgeschnitten ist. 

Wir erhalten also als räumlichen Winkel einer Fläche Sl , deren Nor- 
male beständig nach x' j* z' hin gerichtet ist : 



/*"=/ 
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d ft , 



und einer Fläche il, dei'en . Normale beständig von x' y' z' abgewandt ist 



f in =-/ä Aa - 



Also: 



Der räumliche Winkel , unter welchem in einem Punkte x' y' z' eine 
Oberfläche S'l erscheint, ist ausgedrückt durch das über diese Fläche erstreckte 
Integral 



7'^ isi 

VdN ; 



wo r die Entfernung von x' y' z' nach dem Elemente d<2, N die auf x' y' z' 
zu- oder von x' y' z' abgewandte Normale zu d Sl bedeuten. 

Wie leicht zu erkennen, erleidet dieser Satz keine Aenderung, wenn 
die Normale N bei derselben Fläche il theils auf x' y' z' zu-, theils von 
x' y' z' abgewandt ist, die Fläche Sl also Ausbuchtungen bildet wie in nach- 
stehender Figur bei B und 0. 
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(Unsere Figur stellt natürlich nur den Durchschnitt einer durch den 
Augenpunkt gelegten Ebene — der Ebene der Zeichnung — mit der 
Fläche Q dar.) 

Es würde nämlich hier der räumliche Winkel des Flächentheiles B C, 
ausgeschnitten von den in den Krümmungen an f>l gelegten Tangenten, einen 
negativen Werth erhalten, da die Normale N hier beständig von x' y' z' ab- 
gewandt ist. Für den räumlichen Winkel des von denselben Strahlen aus- 
geschnittenen Flächenstückes D C ergibt sich derselbe Werth wie vorher, 
nur mit entgegengesetztem Vorzeichen versehen, da hier die Normale aut 
x' y' z' zugewandt ist. Mithin werden sich die den Flächentheilen D C und 
C B entsprechenden Glieder, wenn wir die Summe der räumlichen Winkel 
aller Flächentheile, d. h. den räumlichen Winkel der ganzen Fläche Sl bilden, 
gegenseitig zerstören, und wir erhalten für die ganze Fläche R denselben 
Werth des räumlichen Winkels , der stattfinden würde , wenn Sl gar keine 
Ausbuchtungen bildete. 




Die Betrachtung und das Resultat bleiben dieselben, wenn R in B und C 
scharfe Kanten bildet, der Durchschnitt der Ebene mit Sl also eine Zickzack- 
linie sein würde. 

Ist nun die Fläche Sl geschlossen und liegt der Augenpunkt x' y' z' 
ausserhalb, so durchsetzt der von x' y' z' nach einem Flächenelemente äfl 
gelegte Kegel die Oberfläche stets eine gerade Anzahl von Malen, in den 
Punkten 12 3 4..., und schneidet successive die Elemente &Q 1 dSl 2 d^ 3 
d£2 4 . . . aus, welche also sämmtlich denselben räumlichen Winkel d/7 (dem 
absoluten Werthe nach) besitzen. In d ^ ist nun die Normale N x von 
x' y' z' abgewandt, in d^ 2 ist N 2 nach x' y' z' hin gerichtet u. s. f. ab- 
wechselnd weiter. 

Wir erhalten mithin 



in = w™> 
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d/7 



dN: 



^d.<l* 



du = f^&ih 
dNs 

dn = -;—- d «4 etc. 
dN* 




Summiren wir alle diese Werthe, so erhalten wir 







s m isl > 



wo die Summe über alle von einem Elementar -Kegel ausgeschnittenen 
Flächenelemente d fl auszudehnen ist. 

Construiren wir nun alle nur möglichen Elementarkegel, bilden wir für 
alle diese Kegel dieselben — - sämmtlich der Null gleichen — Summen, 
und summiren wir alle diese Summen, so erhalten wir jedes Flächenelement 
äSl, und zwar jedes nur einmal. Die entstehende Doppelsumme ist also 

nichts anderes als das über Sl erstreckte Integral I j^ d52. 

Es ergibt sich mithin als Ausdruck für den räumlichen Winkel, unter 
welchem die geschlossene Oberfläche il in dem ausserhalb liegenden Punkte 
x' y' z' erscheint, 

r di 

-M thL - 
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Liegt x' y' z l innerhalb fl, so trifft der von x' y' z' ausgehende Elementar- 




kegel die Fläche erst von innen ; sodann von aussen u. s. f . ; und zwar ist 
die Anzahl der Durchsetzungen nothwendig ungerade. 
Wir erhalten also analog wie vorher 

+ d// = m dÄ 
di 

— dZ/ = --r^ 2 dSh 

dJN2 

d i 

4- d/7 = t^t^ d^3 u. s. w. 
dJN3 

Bilden wir hier die Summe über alle von Einem Element arkegel aus- 
geschnittenen Flächenelemente d Sl ? so folgt 

an = l^ dfl. 

Summiren wir nun über alle von x' y' z' aus überhaupt möglichen 

Elementarkegel ; so ergibt sich rechter Hand wieder das Integral /y^f d SL 

Links erhalten wir die über die ganze Oberfläche der um x' y' z' mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel auszudehnende Summe £ d/7 ; das ist also das 
Integral 

/d/7 = 4tt. 

Wir. erhalten mithin als Werth des räumlichen Winkels einer einfach 
geschlossenen Oberfläche in einem innerhalb derselben liegenden Augenpunkte 

dN 

Liegt nun x' y' z' auf der Fläche 52 selber — welche wir in folgendem 
stets als einfach geschlossen voraussetzen — , und existirt im Punkte x'y'z' 



4 "=/dS dfl - 
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eine Tangentialebene , so ergibt sich aus der geometrischen Bedeutung des 
Integrales, obgleich r einmal = wird, als Werth des räumlichen Winkels 
der Oberfläche für diesen Punkt 

Die analytische Darstellung unseres Integrales (analog zu pag. 16 ff.) 
werden wir an einer andern Stelle geben. Bemerkt werde jetzt schon, dass 
sich hier nicht sofort wie vorher in der Ebene eine einfache geometrische 
Bedeutung der Function unter dem Integrale ergibt. 



YII. Allgemeine Lehrsätze. 

Zunächst stellen wir die Relationen hier zusammen, welche den für die 
ebenen Curven gültigen Sätzen (pag. 18 ff.) analog sind. 

Auch hier folgt wieder daraus, dass der Werth des räumlichen Winkels 
einer geschlossenen Oberfläche für einen innerhalb derselben oder auf ihr 
liegenden Augenpunkt unabhängig von der Gestalt der Oberfläche ist: 

Sind $2 $h Sh . . . mehrere einfach geschlossene Oberflächen , und existirt 
ein Punkt x' y' z' ; welcher gleichzeitig innerhalb aller dieser Oberflächen liegt, 
so ist 

/, d — r d — /» d — 

dN ydNi ydN 2 

tvo r n r2 ... die Entfernungen von x' y' z' resp. nach dP« dS2i d&2 . . v 
N Ni N2 . . . die nach innen gerichteten Normalen zu dP dfti dSl2 . . . 
bedeuten. 

Ferner : 

Sind P S'l x P 2 • • • stetig gekrümmte einfach geschlossene Oberflächen ; 
welche sich sämmtlich in demselben Punkte x' y' z' schneiden oder berühren , 
so ist stets 

^ rdi r&~ 

dSl2 . . . , 



ra - rd - r& - 

J dN J dNi J dNs 



dN 2 

tvo r n ra . . . die Entfernungen von x' y' z' resp. nach dP d$li d^2 . . ., 
N Ni N2 ... die nach innen gerichteten Normalen resp. zu d£l d£2i dP2 etc. 
bedeuten. 

Auch dieser Satz bleibt noch bestehen, wenn eine oder mehrere der 
Flächen P , nach allen Richtungen ins Unendliche verlaufend , beständig je 
auf derselben Seite einer durch x' y' z' gelegten unendlichen Ebene bleiben. 

Lassen wir nun hier den innerhalb der geschlossenen Oberfläche il 
befindlichen Augenpunkt — in welchem Falle also ist 



J 



1AT dtt = 4 71 

dN 
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— irgend eine, innerhalb $2 verlaufende, im Allgemeinen räumliche Curve S 
beschreiben, so erhalten wir, indem wir nach beiderseitiger Multiplication 
mit dS über die Curve S integriren, den folgenden Satz: 

Ist £1 irgend eine einmal geschlossene Oberfläche, ist S irgend eine be- 
ständig innerhalb £1 verlaufende Curve, bedeutet r die Entfernimg eines Punktes 
dieser Curve nach einem Punkte jener Oberfläche, und N die nach innen ge- 
richtete Normale zu fl — so ist die Länge der Curve S ausgedrückt durch 
das Integral 

(S) («) 

2n-Mm *«■ - 
Verläuft nun die Curve S auf der Oberfläche il selber — welche wir 
dann stetig gekrümmt voraussetzen müssen — , ist also, wenn wir irgend 
einen Punkt der Curve als Augenpunkt betrachten 

*di 

dil = 2 7i, 



7d 



dN 
so ergibt sich: 

Die Länge einer auf einer einfach geschlossenen stetig gekrümmten Ober- 
fläche Sl verlaufenden Curve S ist dargestellt durch 

(8) (<i) 



* n J J dN 



dß 



■wenn r die Entfernung von d S nach d Sl bedeutet. 

Ferner ergibt sich unmittelbar: 

Ist Q irgend eine einfach geschlossene Oberfläche, S irgend eine beständig 

ausserhalb Sl verlaufende Curve, so ist das Integral 

(S) (ft) 
*d— 
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stets = 0. Hier bedeutet r die Entfernung von dS nach ä$l. 

Verläuft endlich S theils innerhalb, theils ausserhalb R, so ist für jeden 

Punkt der Curve S als Augenpunkt ausserhalb Sl /-r^f dS~£ = 0, für jeden 

innerhalb fl liegenden Punkt von S aber ist der Werth dieses Integrales 
= 4 ti. Es ergibt sich mithin der allgemeine Satz : 

Ist <l eine einfach geschlossene Oberfläche, S eine theils innerhalb, theils 
ausserhalb 5c verlaufende beliebige Curve, so ist die Summe der Längen der 
innerhalb <l liegenden Curventheile ausgedrückt durch das Integral: 

(S)' (ß) 

i r rdi 
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y< . . . 

Diese Sätze übertragen sich sofort auf diejenigen Fälle, wo der Punkt 
x' j' z' Flächen und Raumtheile beschreibt. Wir erhalten dann die Lehrsätze: 
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Der Flächeninhalt einer beliebigen, innerhalb der einfach geschlossenen 
Oberfläche Sl liegenden Fläche SV ist dargestellt durch das über beide Flächen 
erstreckte Integral 

% fäsvf^ &si, 

4 71/ J dN ; 
wo r die Entfernung von d SV nach d wQ. 

Liegt die Oberfläche SV ausserhalb Sl, so ist der Werth dieses Integrales 
gleich Null 

Liegt die Fläche SV theils innerhalb, theils ausserhalb Sl, so stellt jenes 
Integral 






dN 



die Summe der Flächeninhalte der innerhalb fl liegenden Theile von SV dar. -— 
Bezeichnet r die Entfernung eines Elementes einer einfach geschlossenen 
stetig gekrümmten Oberfläche Sl nach einein andern Elemente d Q' derselben 
Fläche, bezeichnet N die nach innen gerichtete Normale zu Sl, so ist der Flächen- 
inhalt von Sl ausgedrückt durch das Integral 

i r /< 

ivo also d SV und d Sl zwei Elemente derselben Oberfläche bedeuten. — 

Der Rauminhalt T eines innerhalb der einfach geschlossenen Oberfläche £1 
liegenden Körpers ist gleich 

^- /dT/V^ dfl, 

4:7l J J dN 

wo r die Entfernung von d T nach d Sl. 

Liegt der Körper des Rauminhaltes T theils innerhalb, theils ausserhalb 
des von der einfach geschlossenen Oberfläche Sl begränzten Raumes, so ist die 
Summe der Rauminhalte der innerhalb Sl liegenden Theile von T gleich 

- 1 /AT/% Asi. 
in J J dN 

Endlich haben wir noch den Satz: 

Der von einer einfach geschlossenen Oberfläche Sl begränzte Rauminhalt 
T ist dargestellt durch das über diesen Raum und über die Oberfläche 
erstreckte Doppelintegral 

t\Sl. 
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VIII. Physicalische Deutimg der gewonnenen Resultate. 

Wir werden hier eine doppelte physicalische Interpretation unseres 

Integrales / -=-^- d 52 näher betrachten. 

Bekanntlich lassen sich die Componenten der Kräfte, welche nach dem 
Newton'schen Gesetze, d. i. umgekehrt dem Quadrate der Entfernung, direct 
dem Product der Massen proportional, wirken, als die nach der Richtung 
der Componenten genommenen partiellen Derivirten einer gewissen Function 
— der s. g. Potentialfunction — darstellen. 

Diese Function hat bei zwei in der Entfernung r auf einander wir» 

i i -vt t t-i mi m2 

kenden Massen mi m2 die r orm . 

r 

Allgemein können wir sagen: 

Die Potentialfunction einer Masse in Bezug auf ein einzelnes Massentheilchen 
ist gleich dem Producte dieses Massentheilchens in die Summe der, jene 'wir- 
kende Masse zusammensetzenden Massenelemente , jedes durch seine Entfernung 
nach dem Objecte dividirL 

Wir haben also als Ausdruck für die Potentialfunction in Bezug aul 
das Element mi die über alle wirkenden Massentheile m' auszudehnende 
Summe 

^ m ' 

mi ^ — . 
r 

Bilden die Massen m' irgend einen stetigen Körper T, dessen Dichtig- 
keit m"(x'y'z') sei, wenn x' y' z' die Coordinaten eines Elementes von T, 
so geht der Ausdruck für die Potentialfunction in ein, über den Körper 
erstrecktes Integral über, nämlich in 

fm" (x'y' z') -. ™ 
mi / — -^— ^- — - J - d T , wo 

rr = (x'-xi)* + (y'-yi) 8 + (z-zi) 2 , 
wenn wir mit xi yi zi die Coordinaten von mi bezeichnen. 

Ist die Masse des wirkenden Elementes sowohl, als die des Objectes 
= 1, so lautet die Potentialfunction 

\ 
r 

d^ af i\ 

und es sind -, — , ----- , ----- die in die Richtung der Coordinatenachsen 
dxi dyi dzi ° 

fallenden Componenten der Kraft. 

Hiernach ist 

d4 

dN d " 
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die in die Richtung der Normale fallende Wirkung, welche das Massen- 
theilchen 1 auf das Flächenelement iR ausübt. Multiplieiren wir mit m', 

so haben wir in r die entsprechende Wirkung der Masse m'. Es ist also 

In 

d — 

dN 
der Ausdruck für den von der Masse m' auf das in der Entfernung r be- 
findliche Flächenelement d R ausgeübten Normaldruck. 

Integriren wir nun über R, d. h. summiren wir alle diese einzelnen 
Normaldrucke, so erhalten wir in 

.,m' 



/ 



dN 



den gesammten Normaldruck, welchen das Massentheilchen m' auf die Ober- 
fläche R ausübt. 

Haben wir nun statt des Massentheilchens m' einen Körper T der 
stetigen Dichtigkeit m" (x' y' z'), so würde der Gesammt-Normaldruck dieses 
Körpers auf die Oberfläche R dargestellt sein in 

, rm"(x'y'z') .dT 
I J r 

Hierfür können wir aber schreiben, da m" unabhängig ist von N 



y>(x'y'0.dTy^ dil, 



wo also r die Entfernung des Raumelementes d T nach dem Flächen- 
elemente AR. 

Diese Formeln stimmen nun aber vollständig mit den in den vorher- 
gehenden Betrachtungen abgeleiteten überein. 

Der in jenen geometrischen Sätzen auftretende Augenpunkt x' y' z' 
kann also betrachtet werden als Träger der wirksamen Masse 1. Nehmen 
wir nun die Masse m' als wirksam an und beachten wir , dass dann die 
dort abgeleiteten Integralwerthe bis auf den hinzutretenden Factor m' die- 
selben bleiben, so ergeben sich die folgenden physicalischen Sätze: 

Der gesammte Normaldruck, welchen das gleichzeitig innerhalb beliebig 
vieler einfach geschlossener Oberflächen liegende Massentheilchen m' auf jede 
dieser Oberflächen ausübt, ist constant = 4 Tim', d. h. ist unabhängig von der 
Gestalt der Oberfläche, 

Der gesammte Normaldruck, iv eichen ein ausserhalb einer geschlossenen 
Oberfläche befindliches Massentheilchen auf diese Ober fache ausübt, ist gleich 
Null 



f- 

Ja 
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Der gesammte Normaldruck, ivelchen ein in einer einfach geschlossenen 
Oberfläche liegendes Massentheüchen m' auf diese Oberfläche ausübt, ist con- 
stant = 2 tt m' ; unabhängig von der Gestalt der Fläche, vorausgesetzt, dass 
in dem Punkte derselben, wo sich das Massentheüchen befindet, eine Tangential- 
ebene existirt. 

Pagina 36 sind wir ausgegangen von dem Integrale 

dÄ dß = 4 "- 

Multipliciren wir beiderseits mit 

m" (x' y' z'). d T, 
d. i. mit der im Elemente dT befindlichen Masse , wenn wir m." (x' j' z') 
die Dichtigkeit bedeuten lassen, und integriren wir über T, so folgt 

/m^x'y'z^.dT/^ dß = infm ll (^ l j t z i )AT 

und hier bedeutet, jenen pag. 36 bis pag. 38 abgeleiteten Sätzen zu Folge, 
/m"(x'y'z').dT die Summe der innerhalb Sl befindlichen Masse. 

Da wir nun T irgend ein räumliches Gebilde bedeuten lassen können, 
so interpretiren sich alle die erwähnten geometrischen Sätze physicalisch in 
dem Einen Satze: 

Der Ausdruck für den gesammien Normaldruck, 'welchen irgend welche 
Masse auf eine einfach geschlossene Oberfläche il ausübt, ist gleichen, multi- 
plicirt in die Summe der, innerhalb jener Fläche <l befindlichen Theile dieser 
Masse. 

Wir können nun diesen Ausdruck auch schreiben 

"m"(x'y'z').dT 

ZZZZ d q 

dN 

und hier ist das Integral 

/•m"(x'y'z').dT 




/ 



das Potential der Masse /m" (x' y' z').dT in Bezug auf fl. Bezeichnen wir 

dieses mit V, und mit Mi die Summe der innerhalb Sl befindlichen Massen- 
theile, so ist der formelhafte Ausdruck obigen Gesetzes: 

-dV 



/ 



dN dii = 4 7i. Mi. 

Das ist der berühmte von Gauss gegebene potentialtheoretische Funda- 
mentalsatz, aus welchem sich wieder in einfacher Weise das Newton'sche 
Gravitationsgesetz ableiten lässt. 

Wir nehmen zu dem Zwecke für il eine Kugel mit dem Radius r, 
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und für die wirkende Masse das eine Massentheilchen m', dessen Lage im 
Mittelpunkte jener Kugel sei. 

-^ . XT m' 

Dann ist V = — . 
r 

Bezeichnen wir dann die Norinal-Componente der von m' herrührenden 
Kraft,-,-*, mit K^, so lautet unser Integral 



fi 



K N d $2 = 4 ti m', 

oder, da wegen der symmetrischen Lage von m' zur Kugeloberfläehe K^ für 
alle Elemente d £1 dasselbe ist 

K N /dPw — 4 um'. 
Da nun il eine Kugel, so ist 

ä$l — 4 TUT, 



./■' 



also 
oder 



K^ . 4 n r r = 4nm' 



m 

K N = -— . 

IT 



Das ist das Newton'sche Gravitationsgesetz. — 
Endlich haben wir noch für den letzten Satz pag. 38 : 

Der gesammte Normaldruck, welchen ein Körper auf seine eigene Ober- 
fläche ausübt, ist gleich 4 n, mtdtiplicirt in die Masse des Körpers. ■ — 

Die andere physicalische Interpretation geht davon aus, dass es mög- 
lich ist, das Integral 



/ 



m -^ d si 

dN 

als magnetisches Potential, als von einer magnetisirten Scheibe herrührende 
Potentialfunction aufzufassen. 

Haben wir eine beliebige Fläche Sl 7 deren Element von dem varia- 
blen Punkt x' y' z' die Entfernung r besitzt, so construiren wir zwei andere 

Flächen hinzu, & j_ g und Sl 8) welche je in der constanten Entfernung s 

auf beiden Seiten der Fläche 52 liegen. ^_j_ g liege auf der Seite, von 
welcher aus die Normale zu Sl positiv gerechnet ist. 

Wir denken uns nun auf den beiden Flächen magnetische Masse so 

vertheilt, dass die Dichtigkeit auf 5"i _}_ g ß _i_ g , auf Sl g ^__ g sei, und dass 

bestehe 

Wir haben also dann in <l eine magnetisirte Scheibe, bei welcher die 
Scheidungsweite der Magnetismen 2e ist. 

Seien nun d Sl^ g ,d5i, d£2__ g drei Elemente unserer drei Flächen, welche 
alle von denselben Normalen ausgeschnitten werden, seien ferner r j_ g ,r,r__ g 
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die Entfernungen von x' j' z' nach den drei Punkten/ in welchen dieselbe 

Normale die drei Flächen elemente &Sl-\. s , d Sl, d 52 e durchschneidet; so 

haben wir 



Sl+i 




\ \y % 



als Potentialfunetion der beiden Elemente d.Q_|_ 5 und d52__.g in Bezug auf 



x'y'z' 



oder, da \i _|_ B 



oder endlich 









*/d fl + £ d ft _ g" 



+ 8 



( ü 4. g d Sl 



1 



/ r 



da für ein unendlich kleines e 

dft +fi = dtt = d 5^ _ 8 . 

11 1 

Nun ist für ein unendlich kleines s — das von — nach der Nor- 

r+ß r_ 8 r 

male N genommene Differential. Es ist also ; da in diesem Falle dN = 2s: 



1 



1 



dT 



r + ß r._ 8 dN 



Mithin ist jetzt die von jenen beiden Flächenelementen herrührende 
Potentialtunction: 



dN 



, 2e . ß,,iSl. 



+ 8 
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Um nun die gesammte, von der ganzen magnetisirten Scheibe 52 her- 
rührende Potentialfunction V in Bezug auf x' y' z' zu erhalten, haben wir 
über Sl zu integriren und erhalten somit 

Hier bedeutet fi i e die Dichtigkeit des magnetischen Fluidums , also 
2 b . ß _|_ g . d 52 das magnetische Moment der Fläche 52. Setzen wir nun 

2 s . jt +g = £ft-]- g — £^ e = s JJt, 
so lautet unsere Potentialfunction 

wo 5K das Mass der Magnetisirung von 52 bedeutet. Ist W constant, so 
haben wir 

v = aB /dH dß - 

Um also die in irgend eine Richtung fallende Componente der Wir- 
kung der magnetischen Scheibe 52 zu erhalten, haben wir nur die partielle 
Derivirte obigen Integrales nach dieser Richtung zu nehmen. 

Es ist nun, wenn 9K constant, wie bewiesen, obiges Integral gleich 

v = mj An 

wo /d/7 der räumliche Winkel, unter welchem 52 im Punkte x' y' z' 

erscheint. 

Ist also 52 geschlossen, so ist 

V = 4 n . m 
wenn x' y' z' innerhalb, 

V = 2 n . m 
wenn x' y' z' auf 52, 

V = 
wenn x' y' z' ausserhalb 52 liegt. 

Da also die nach irgend einer Richtung genommene Derivirte von V 
in diesen drei Fällen stets = ist, so folgt: 

Die Wirkung , welche eine geschlossene magnetische Fläche, bei 'welcher 
das Mass der Magnetisirung constant ist, auf ein irgendtoo im Raum befind- 
liches magnetisches Theilchen ausübt, ist * stets = 0. 

Wie wir nun vorhin gesehen, besteht allgemein der Satz 
'dV 



/ 



1AT d52 = 4 7i. Mi. 

dN 



wo V die von irgend welcher Masse herrührende Potentialfunction, Sl eine 
einfach geschlossene Oberfläche, und Mi die Summe der innerhalb derselben 
befindlichen Theile der wirkenden Masse, 
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Setzen wir also für V die von der innerhalb Q befindlichen magneti- 
schen Fläche cd herrührende Potentialfunction / -—^r- äco ein, so folgt 



./' 



CO 

lm dft = 4 7t . Mi, 



dN fl 
wo also jetzt r die Entfernung von iQ nach clco bedeutet. 

Die Summe Mi der innerhalb £2 befindlichen Massen ist aber stets 
= 0, da gleiche Mengen positiver wie negativer magnetischer Massen vor- 
handen sind. Also verschwindet obiges Integral. 

Ebenso ist natürlich das Integral — ; wenn co ausserhalb Q liegt, d. h. 

Der gesammte Normaldruck, welchen eine irgendwo befindliche magne- 
tische Scheibe auf eine geschlossene Oberfläche ausübt, ist stets gleich Null. 



IX. Analytische Darstellung des Ausdruckes für den räumlichen 

Winkel. Unstetigkeit desselben. Satz über die Durchsetzungen einer 

Curve und einer Oberfläche. 

Kehren wir zu unseren geometrischen Betrachtungen zurück und ver- 
suchen wir fetzt, die Function unter unserem Integrale 

,dl 
dN 
analytisch in den Coordinaten auszudrücken. 

Führen wir die Differentiation von , aus , indem wir beachten,, dass r 
durch die Coordinaten x y z des Elementes d Sl von N abhängt , so lautet 
unser Integral 

/Tdr dx dr dy , dr dz "1 d<> 

~~J Ldx dN + dy dN ^ dz dN J 77 
oder, wenn wir die Differentiation von 

r = ! (x— x') 2 -f (y— y y ) 2 + (z—z') 2 | ¥ 
nach den Coordinaten ausführen: 

r /[<— o £ + &-*>& + <^&]£ 

Nun ist 



/; 



dx , ATN dy . , TN dz , ATX 

j^ = cos (x, N) , -^ = cos (y, N) , ^ = cos (z, N) , 



oder, wenn wir von den Winkeln zwischen den Normalen zu den Winkeln 
3n ] 
dx 



zwischen den zugehörigen Ebenen übergehen: 



äs dfl = dft co 9 (r„dß) 
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dy 

d-N 
d z 



dft = dS>eos(x Z ,d<>) 



dN did = diiCD8(xy,d«), 

wenn wir mit xy yz zx die drei Coordinatenebenen bezeichnen. 

Hier sind nun noch die Vorzeichen der eoss zu bestimmen. 

Wir hatten nun bei der Oberfläche Sl diejenige Seite positiv ge- 
rechnet ; von welcher die positive Normale ausging. Bei der mit dem 
Radius r beschriebenen Kugel aber hatten wir die Seite positiv angesetzt, 
welche der Richtung der Normale r entgegen lag. Gleiches, wird also auch 
hier geschehen müssen, d. h. wir werden immer Die Seite der Coordinaten- 
ebene als positiv in die Rechnung einführen müssen, welche der positiven 
Richtung der dazu senkrechten Achse entgegengesetzt liegt. 

Dann aber sind, wie leicht zu erkennen, stets die Winkel (xy , d£2), 
(yz , d~R) , (ü , &$l) stumpf, wenn die Winkel der zugehörigen Normalen 
(z, N) , (x, N) , (y, N) spitz sind und umgekehrt. Wir haben also 

JE du — _ d<iC0s(yz ; dje) 
t^ d O = — d il cos (Vx , d il) 

~^ iil = - dftC0B(ky,dii). 

Hier sind aber die rechten Seiten nichts anderes als die mit negativem 
Vorzeichen versehenen Projectionen von dÜ auf die drei Coordinatenebenen; 
wir bezeichnen sie mit d.Qxy , d§lyz , d <2zx. 

Also ist, wenn wir beachten, dass wir für diese Projectionen resp. die 
Flächenelemente der betreffenden Coordinatenebenen nehmen können, nämlich 
dx.dy , d y.d z , d z.cl x, 



dx _ 

d o — - - 

dN 


— d Sl yz = 


— d y.d z 


dy -, 

— J - d!>> ~:= 

dN 


- dßzx = 


— d z.cl x 


dN - 


- dO X y = 


— d x.d y 



Machen wir nun diese Substitutionen in unser Flächenintegral, so folgt: 



/ 



d.Q = 
dN 



(?) 

= I [(x— x') d y.d z + (y— y') d z . d x + (z— z') d x . d y] • ^ 

und dies ist gleich dem räumlichen Winkel, unter welchem il im Punkte 
x' y' z' erscheint, nämlich gleich / du. 



_ 47 — 

Lassen wir nun den Augenpunkt x' y' z' um die unendlich kleine 
Strecke dS' fortschreiten und differentiiren wir unser Integral nach S', so 
folgt, da nur die Coordinaten x' y' z' von S' abhängen: 

= y — 5 1 (x— x') 2 j dy [dx'dz — dxdz'] -f dz[dx'dy — dxdy']} 

+ 3(y-y')(z-z')[dydy' + dzdz']dx 
-f (y— y') 2 J dz [dy' dx — dy dx'] -f- dx [dy' dz — dy dz'] j 

_|_ 3 (z— z') (x— x') [dz dz' + dx dx') dy 
-f- (z— z') 2 j dx[dz' dy — dzdy'] -f- dy [dz' dx — dzdx'] j 

-f- 3 (x— x') (y— y') [dx dx' + dy dy'] dz j 

Integriren wir nun über S', indem wir S' eine geschlossene Curve be- 
deuten lassen, so ergibt sich, wenn wir die Function unter dem Integral 
rechter Hand kurz mit V. ifl. d S' bezeichnen 

(S-) t (so («) 

As{/ä| d «] d «' =/ A ■ d«.«is;. 

Hat nun S' mit der Oberfläche Sl keinen Punkt gemein, so können 
wir, da dann r stets von Null verschieden ist, die Integration linker Hand 
sofort ausführen und erhalten somit, da die linke Seite wegen der geschlos- 
senen Curve S' gleich Null wird: 

(S')(ß) 
= f yV. dii. dS'.— 
Um nun den Werth dieses Doppelintegrales für den Fall zu erhalten, 
dass die Curve S' die Oberfläche 52 durchsetzt, müssen wir folgendes über 

die Unstetigkeit von / — ~ r beim Durchgange des Augenpunktes durch die 
Fläche il bemerken. 

Ist Sl irgend ein offenes Flächenstück und ist / cl/7 der räumliche 
Winkel, unter welchem die Seite desselben, von welcher die Normale aus- 
geht, im Punkte x' y' z' erscheint, so können wir '<£ durch die Fläche 
<<?,' stets so zu der einfach geschlossenen Oberfläche co ergänzen, dass die 
Normale zu $1, als Normale zu co betrachtet, nach dem Innern von co zu 
gerichtet ist, und dass x' y' z' innerhalb co liegt. 

Wir haben dann offenbar 

rd — ■ rA. /»d — 

/ ^ d<> = /-T^ doo — ~ dtt'. 
J dN ./ dJS J d.N 

Wir lassen nun x' y' z' auf einer Linie durch Q hindurch gehen und 
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bezeichnen — wie pag. 24 — mit -f- s und — s zwei, der Fläche £1 auf 
beiden Seiten — der inneren und der äusseren — unendlich nahe liegenden 
Punkte dieser Linie. 




Subtrahiren wir dann die für diese beiden Punkte stattfindenden Werthe 
des obigen Integrales von einander, so ergibt sich 



[/ra*«]+.~[/rs aß ]-. = 

[/ra d -]+.-[/nH_. 



da die Punkte 



Das Integral 



i i 
Nun ändert sich das Integral /* & pj b e im Durchgange durch die 

Fläche il stetig, die beiden letzten Terrae rechter Hand zerstören sich also, 
- s und - — 8 einander unendlich nahe liegen. 

/>di 

/ 1 d co ist aber nach früherem, da co eine einfach s:e- 

7dN 

schlossene Fläche, für einen inneren Punkt, also z. B. für -f- e, — 4 tt, 
für einen äusseren Punkt aber, also z. B. für — s, = 0. Die erste Diffe- 
renz rechter Hand ist also = 4 tt, d. h. es ist: 

[/o d "] +8 -[/^ d «]_ e =*»- 

D. h. Der Werth des räumlichen Winkels, unter welchem irgend eine 
Fläche in irgend einem Äugenpunkte erscheint, ändert sich um 4h, wenn der 
Augenpunkt diese Fläche durchschreitet. 
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Diesen Satz wenden wir auf unser Integral an, d. h. auf 

(so ^ (S')(fl) 

•/dS'[/di dß] dS ' =./ 7v. dft . d S' 

wenn die geschlossene Curve S' die Fläche fl durchsetzt. 

Wir rechnen auch hier diejenige Durchsetzung als eine positive, welche 
von der positiven Seite von $2 nach der negativen hin gerichtet ist, und 
nehmen Die Seite von 52 als die positive an, deren räumlicher Winkel durch 

das Integral / -r-^= d £1 repräsentirt ist. S' endlich rechnen wir positiv im 
Sinne der wachsenden x; d. h. verschieben und drehen wir das Coordinaten- 




system so, dass die x- Achse die Curve S' berührt, die y-Achse nach der 
von S' begränzten Fläche hin gerichtet ist und die z- Achse nach oben, nach 
vorn oder nach rechts hin wächst — so rechnen wir S' positiv nach der 
positiven x- Achse hin. 





Dann findet in vorstehender Figur a) eine positive, in b) aber eine 
negative Durchsetzung statt. 

Wir beginnen in a) die Integration über S' in dem Q unendlich nahe 
auf der negativen Seite liegenden Punkte — e von S' und enden in dem 
auf der andern Seite analog liegenden Punkte -|- e. Dann ist , wenn wir 
linker Hand die Integration ausführen und die Gränzwerthe einsetzen: 
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"(SO Kn\ 






und dies ist vorausgeschickter Bemerkung entsprechend gleich 

+ 4 71. 

In der Figur b) beginnen wir die Integration im Punkte -f- e und 
enden in — e. Dann ergibt sich: 



y(sy« Vd 



a si . a S' = 
d- 1 - 



[yH dw Le-[^ d 4 



und dies ist gleich 



— 4 it. 



Betrachten wir nun den allgemeineren in nachstehender Figur dar- 
gestellten Fall zweier positiven (von -f- g 3 nach — s ?> , -j- £ 2 nach — e 2 ) und 




einer negativen Durchsetzung (von — s 1 nach -f~ e i); so erhalten wir, wenn 
w T ir die Integration etwa im Punkte -j- s t beginnen 

(so (fi) 

j fY.ASl.AB 1 = 



= [/o dß ] +8l -[/o dß ] 
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+[/o dw L -[/o d 4 



+ [/o dß L 6l -[/o dß L 8 . 

Hier besitzt nach dem angefahrten Satze die Combination des ersten 
und vierten Integrales rechter Hand — mit Rücksicht auf das Vorzeichen — 
den Werth 4tt, ebenso die des dritten und sechsten den Werth 4ti, die des 
zweiten und fünften aber den Werth — 4ti. 

Im Falle zweier positiven und einer negativen Durchsetzung ist also 



XS') r(n) 



.n 



V. d.Q.dS' = 4ti.2— 4ti.1. 



Ist allgemein m die Anzahl der positiven, n diejenige der negativen 
Durchsetzungen, so ist der Werth des obigen Integrales 

4 7i (m — n). 

Also: 

Sind x y z die Coordinaten eines unbestimmten Punktes der beliebigen 
Fläche £2, x'y'z' diejenigen eines unbestimmten Punktes der beliebigen geschlos- 
senen räumlichen Curve S' ; bezeichnet r die Entfernung eines Punktes der 
Curve S' nach einem Punkte von Sl, ist also x 

v = [(x-x') 2 + (y-y') 2 + (^-^) 2 ] ¥ 
so ist der Werth des über die Curve und über die Fläche erstreckten Doppel- 
integrales 

AS') A^Ur( x _- x <)2 [dy (dx 1 dz — dx dz') + dz (dx' dy — dx dy')] 

+ 3 (y— y 1 ) ( z — z [ A J d J' + dz dz'] dx 

_j_ (y-y') 2 [dz (dy' dx — dy dx') -f dx (dy' dz — dy dz')] 

-f 3 (z— z') (x— x') [dz dz' -f- dx dx'] dy 
-f (z— z') 2 [dx (d z' dy — dz dy') -f dy (dz' dx — dz dx')] 

+ 3 (x-x') (y-y') [d x d x' -f d y dy'] d z] 
gleich 

4ti (m — n), 
wenn m angibt, wie oft die Curve S' die Oberfläche S'l in positiver, n, wie 
oft sie dieselbe in negativer Richtung durchsetzt. 

Der Werth des Integrales ist also gleich Null, wenn sowohl m als n 
— ist, d. h. wenn die Curve S' gar keinen Punkt mit il gemein hat. 

Ferner ist der Werth = 0, wenn m = n ist, d. h. wenn ebensoviel 
positive wie negative Durchsetzungen statt haben. Dieser Fall tritt nun 
stets ein, wenn Sl eine geschlossene Fläche ist : denn dann treten die Durch- 
setzungen stets paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auf. 

Damit also das Integral von Null verschieden sei, muss nothwendig 
52 eine offene Fläche sein. 
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Berücksichtigen wir an Stelle der Fläche Q die Begränzungscurve 
derselben — welche also nothw endig geschlossen ist ; wenn das Integral nicht 
= sein soll, — so können wir auch sagen ? es sei obiges Integral gleich 
4 td 7 multiplicirt in die Anzahl der Umschlingungen der Curve S' und der 
Begränzungscurve von Sl. Gelingt es uns dann., das über $2 erstreckte 
Integral in ein über die Begränzung von fl auszudehnendes zu verwandeln, 
so werden wir dem Inhalte nach den Eingangs mitgetheilten Gauss 'sehen 
Satz erhalten, nämlich ein doppeltes Curvenintegral, welches die gegenseitigen 
Umschlingungen der beiden Integrationscurven zählt. 



X. Darstellung des räumlichen Winkels durch ein Curveniutegral. 
Satz über die Yerschlingungen räumlicher Curven. 

Zur Umwandlung des besagten Flächenintegrales in ein über die Be- 
gränzung erstrecktes verfahren wir nach dem Vorgange des Herrn Professor 
Schering wie folgt. 

Wir gehen aus von 

und führen hierin Polarcoordinaten ein mit dem Anfangspunkte x' y' z' und 
der x-Achse als Polachse. Wir setzen also 

x ■==. x' -f- r cos & 
y = y' j- r sin & . cos g> 
z = z' f- r sin & . sin <]p 
Dann haben wir für das Oberflächenelement der Kugel mit dem Ra- 
dius 1, d. h. für d/7 den Ausdruck 

■dtf= 1 . d# . 1 . sin & .A<p, 
und es ist also 

W = f~ dP. — J dy/sintf.dtf. 

Bedeutet nun in der folgenden Figur S die Begränzung von $1, 
S* diejenige der Projection der Fläche £1 auf die Kugelfläche U } bedeu- 
ten 9 und qp -f-d<jp zwei grösste Kugelkreise y in welchen zwei durch die 
Polachse gelegte , den Winkel d cp einschliessende Ebenen die Kugelober- 
fläche U schneiden ; so werden diese Kreise die Begränzung S* eine ge- 
wisse Anzahl von Malen ; welche wir durch passende Legung der Coordi- 
natenachsen stets gerade machen können ; durchsetzen. Die Durchsetzungs- 
stellen seien 12 3 4.... Führen wir die Integration nach & aus und 
setzen wir die Gränzwerthe ein ; bezeichnen wir ferner dasselbe Element 
d(jp den Durchsetzungsstellen entsprechend mit dem unteren Index resp. 
12 3 4..., so haben wir 
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W = / (cos & t d 9>i — cos # 2 A% -|- cos # 3 d<p 3 — cos # 4 d cp 4 -f- . . .). 




/Vz' 



Verstehen wir unter x y z die Coordinaten eines Punktes der Begrän- 
zungscurve S, so haben wir aus den Relationen für xyz 

d y d (r sin &) . „ . d q> 

v 1 = _A—- __--<-. cos 9 — r sm # . sm cp 
d S d S d S 

dz d (r sin &) . , . _ d <p 

dS=-Hs- ^V + rBina.coByjg. 

Multipliciren wir hier die erste Gleichung mit 
— (z — z') = — r sin # . sin % 
die zweite mit 

(y — yO — r sm ^ • cos ^ 

und addiren, so folgt: 

d ^ 
= (rr sin 2 # . sin 2 9 -(- rr sin 2 # . cos 2 q>) --^ 

db 

d 9 



rr sin 2 # 



dS 



Ferner ist 



d 9 ^ ä |dS. 



Rechnen wir nun S in bekannter Weise positiv, so ist, wie unmittelbar aus 

der Figur zu erkennen ----^ positiv, y^ 2 negativ u. s. f. abwechselnd weiter. 
dbi db 2 

Wir haben also, wenn wir die vorher abgeleitete Formel berück- 
sichtigen : 
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dS 2 



/ a d z , A "i y 1 
(y-y)äs- (M) d§ 



(y-y) 



r r sin 2 # 

dz 

dS 



( Z -z') 



dy 
dS 



rr sin 2 -ö- 
u. s. f. 

Setzen wir diese Ausdrücke in unser Integral ein, so folgt 

/„ A d z / „a. d y 

: / I COS ■& 1 . 



W 



(y-y')js -(*-*') 3-ä 



dS 



dS 



-(- cos # 2 . 



(y-y) 



dz 

äs 



rr sin 2 -fr 



dSa 
i 



| rrsin 2 # 

und dies ist offenbar nichts anderes als 



dÖ 2 



■■■] 



TTr r cos # r, x dz . 



Nun ist cos & 



sin 2 # 



4y 

dS 

(y-y') 2 + (—^') ä 



,')-^]dS. 



r rr 

Setzen wir also diese Werthe oben ein, so ergibt sich 



M Asi =f 



(s) (y _ y0 i^ dS . 







z — z') -t-| d S 
d b 



=fin. 



(y-yO 2 + (z-z') s 

Da hier das Curvenintegral in Bezug auf xyz und x' y' z' unsym- 
metrisch ; das Flächenintegral aber in Bezug auf diese Coordinaten sym- 
metrisch ist, so folgt } dass noch zwei andere Ausdrücke für das Flächen- 
integral existiren müssen, welche wir aus dem obigen Curvenintegrale durch 
cyklische Vertauschung der Coordinaten erhalten werden. 

Es ist also noch 

•di ,?)„ 1 ( M o^ds-(*-* dB 

dN 
sowie 



W =/^ d "=/ 7j = 



dS 



dS 



(z— z') 2 + (x— x') 2 



W = 



Jim™ 



(S) , Y Jy^ / v A dx ja 

_ z , (x— x ) ^ d b — (j—y ) ,--, db 



dS 



( x _ x <)» -j_ (y_y') S 

' d 7 

dN 

x' y' z' 7 indem wir hierzu immer den in Bezug auf die Differentiationsvariabele 
einfachsten Ausdruck für unser Integral aus obigen dreien auswählen, so 
erhalten wir: 



Differentiiren wir nun unser Integral / L d £1 nach den Coordinaten 

& J dN 
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dx'/ dN 



<l 



( S ) , dz 



' dS 



d rAj 
dyVdN 

d rd 1 



dft 



(S) .dx 



(x-x') 



,.3 



(S) 



-Jk ia = -f 



(x— X') 



äs 



(y-y') 



äs 

dx 

ds 



dS 



dS 



dS 



dz'./ dN " r 

Flu- die Derivirte unseres Integrales W nach einer beliebigen Sichtung 
S' erhalten wir also, da 

dW _ dW dx' dW dy' dW dz' 
dS" ~~ d"x 7 dS 7 + dy T dS' + dz' dS 

besteht: d r /*dv 1 

vUm **]**' = 

/[(x-x')- 



d r /.di 

dS' 

'dy „ dz' s , dz Ja 



d dl>! 



l d -?dS. d .J'dS' 



al ds sl as ' 



+ ö, - y '>ldS- J -dS' 

+ (.-.,(S|* B . 1 |:.ds-- 4 j|d 8 . d |dsi].j 

Um die Function unter diesem Curvenintegrale einfacher darzustellen, 
beachte man ; dass nach bekanntem Determinantensatze der Eauminhalt 
eines Parallelopipeds, dessen eine Ecke im Coordinatenanfang liegt und des- 
sen drei andere bestimmenden Ecken die Coordinaten x^Zi ; x 2 y 2 z 2 , x 3 y 3 z 3 
besitzen, gleich Z'+x 1 y 2 z 3 ist, oder gleich 

Xi (y 2 z 3 — z 2 y 3 )-f y x (z 2 x 3 — x 2 z 3 ) + z l (x 2 y 3 — y 2 x 3 ). 

Nun sind in obigem Integrale (x — x') ; (y — y') , (z — z') die Projectionen 

d y d y dz 

von r auf die drei Coordinatenachsen; y^ dS , -j~- dS , dS dieselben 

do clb d b 

Projectionen von dS, und j^dS', ^-~- ( dS', ^-dS' dieselben Projectionen 

von d S'. Lassen wir also diese neun Grössen Coordinaten von drei Punkten 
bedeuten und nehmen wir noch den Coordinatenanfang (0, 0, 0) hinzu, so sehen 
wir, dass der Zähler der Function unter dem Integral, welchen wir auch 
schreiben können: 

(x— x') (y— y') (z— z') 

dx d y , dz 

<1S dS dS 

dx' ,„, dy' , ^. dz' 



dS 



dS' 



dS' 



dS 



,dS 
dS' 
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den Rauminhalt eines Parallelopipeds bedeutet, dessen drei bestimmende 
Kanten der Grösse und Richtung nach r dS dS' sind. — Interpretiren wir 
nun auch den unter dem Integrale stehenden Nenner geometrisch ; so er- 
halten wir: 

4, r/ , ifaß"|ds' = 

s'LydN J 



dS 



■J 



(S) 

'Raum-Inhalt eines Parallelopipeds (Kanten = r ; d S ; d S') 



v 3 



Raum-Inhalt eines Würfels = r' 
Wir erhalten also folgenden bemerkenswerthen Satz: 
Die erste Derivirte des Ausdruckes für den räumlichen Winkel ; unter 
welchem in irgend einem Funkte eine geschlossene Curve erscheint, — genommen 
nach einer beliebigen Richtung hin, indem man mit dem Augenpunkte eine 
Ortsänderung vornimmt — ist gleich einem über diese Curve erstreckten In- 
tegrale, dessen jedes Element das Verhältniss der Rauminhalte zweier bestimmter 
Parallelopipede bedeutet. 

Diese geometrische Darstellung des Gauss 'sehen Fundamentalintegrales 
für den räumlichen Winkel ist von Herrn Professor Schering gegeben. 

Das hier entwickelte Begränzungsintegral ist also gleich dem pag. 47 
abgeleiteten Flächenintegrale. 

Führen wir also beiderseits die Integration über die geschlossene Curve 
S' aus ; so ergibt sich, der Bemerkung pag. 52 zufolge, dass das so ent- 
stehende doppelte Curvenintegral : 

__ AS') /"(S) [(x -x') jdydz'— dzdy'} 
~\~ (y — yO { d z d x' — dxdzM 
+ (z- Z '){dxdy'-dydx'}].i. 

Z(S') AS) Raum-Inhalt eines Parallelopipeds (Kanten = r, dS ; dS') 

J J Raum-Inhalt eines Würfels = r 3 




gleich 4 ix ist, multiplicirt in die Anzahl der positiven Umschlingungen der 
Curven S und 'S', diese Anzahl vermindert um diejenige der negativen Um- 
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schlingungen. In beistehender Figur z. B. haben wir eine positive (bei pl) 
und vier negative (bei — 1 , — 2 , — 3 , — 4) Umschlingungen, der Werth des 
Doppelintegrales ist mithin 4 n (1 — 4) oder 

— 3 . 4 ji. 
Wie leicht zu erkennen, ist es einerlei., welche der beiden Curven wir 
als Begrenzung von £1 ansehen, d. h. bleibt der Werth des Integrales un- 
geändert, wenn wir die beiden Curven S und S' miteinander vertauschen. 

Dies ist aber nichts anderes als der Eingangs mitgetheilte Gauss 'sehe 
Lehrsatz. 

Werden die beiden Curven S und S' als schon geschlossene mit ein- 
ander verschlungen, so ist der Werth unseres Integrales unter allen Um- 
ständen = 0. Denn dann treten die Umschlingungen stets paarweise mit 
entgegengesetztem Vorzeichen auf und zerstören sich also gegenseitig. Es 
ist eben dann möglich, die beiden Curven, ohne sie zu öffnen, auseinander- 
zuziehen. 

Soll also das Integral von Null verschieden sein, so müssen die Curven 
erst nach der Verschlingung geschlossen sein. Dann ist es nicht möglich, 
die Curven, ohne sie zu öffnen, von einander zu trennen. 

Umgekehrt folgt aber hieraus nicht, dass das Integral von Null ver- 
schieden ist, wenn die Curven nicht, ohne geöffnet zu werden, auseinander 
gezogen werden können. Denn es sind stets Verschlingungen einer der 
Curven mit sich selbst möglich, welche den Integralwerth nicht ändern, 
gleichwohl aber die Trennung der Curven verhindern. 




Wie bemerkt, ändert die Vertauschung der Curven S und S' den In- 
tegralwerth nicht. Durchsetzt aber die Curve S die Fläche von S' nullmal, 
ist also das Integral = 0, so ist nicht nöthig, dass darum auch S' die 
Fläche von S nullmal durchsetzt, sondern es kann eintreten, dass hier eine 
gerade Anzahl, zur Hälfte positiver und zur Hälfte negativer Durchsetzungen 
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stattfindet. Im ersten Falle verschwindet also das Integral, weil m = = n, 
im zweiten aber, weil m = n ist. 

In umstehender Figur z. B. durchsetzt S die Fläche von S' nullmal, 
S' aber die Fläche von S zweimal, doch einmal positiv und einmal negativ. 
Das Integral ist also = 0, gleichwohl lassen sich die Curven wegen der 
Verschlingung von S' mit sich selbst nicht auseinanderziehen. 



XI. Physicalische Deutung der für die Derivirten des Ausdrucks fin- 
den räumlichen Winkel gewonnenen Curvenintegrale. 

rd- 

Es war 9Jt / L &Q die von einer magnetischen Scheibe Sl herrüh- 

•'dN 

rende Potentialfunction V in Bezug auf den Punkt x' y' z'. Nach den Ent- 
wicklungen pag. 54 erkennen wir also, dass die von einer magnetischen Fläche 
herrührende Potentialfunction stets auf drei Arten durch ein über die Begrän- 
zung der Fläche erstrecktes Integral dargestellt iver.den kann, und dass die drei, 
in die Richtungen der Coordinatenachsen fallenden Componenten der von jener 
Scheibe herrührenden Wirkung die Werthe besitzen: 

dV fi ^')|^S-(z- z0 ||dS 



X- = %~ = — fm 

dx J 



dx .„ . , s d : 



f) (z-zO * * dS - (x-x') ~ d S 
dy' J r 3 

dv fl (z-O^aS-fr^dS 
'' = j--; = -J » • p 

Hier ist, wie unmittelbar mit Rücksicht auf pag. 16, 17 zu er- 
kennen 

(y-y')t|dS-(z-zo||ds 

der Flächeninhalt desjenigen Parallelogrammes, dessen eine Ecke im Coordi- 
natenanfang liegt, und dessen beide bestimmenden Seiten durch die Pro- 
jectionen von r und dS auf die yz -Ebene repräsentirt werden. Wir be- 
zeichnen diese Projectionen durch r yz und dS yz . 
Ebenso ist 

(z — z') -, ^ dS — (x — x') v-^ d S 

der Flächeninhalt des durch die Projectionen von r und dS' auf die xz- 
Ebene, und 
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( x — x ) jg d b - (j—7) dg ' d fe 

der Flächeninhalt des durch die Projectionen von r und d S auf die xy-Ebene 
bestimmten Parallelogramms. 

Wir erhalten also für die drei in die Richtung der drei Coordinaten- 
achsen fallenden Componenten der von der magnetischen Fläche 52 herrüh- 
renden Wirkung die drei merkwürdigen Formeln. 

Y, /W Flächeninhalt des Parallelogr/s (Seiten r yz , dS yz ) 

J ~ ' .Rauminhalt des Würfels = r 3 



n \ ) Flächeninhalt des Parallelogr/s (Seiten r xz ; d S xz ) 
Rauminhalt des Würfels = r 3 



Y 1 = — I m 

y, /sro Flächeninhalt des Parallelogr.'s (Seiten r xy ,dS xy ) 

./ " ' Rauminhalt des Würfels = r 3 ; 

sowie nach pag. 55 für die in irgend eine Richtung S' fallende Com- 
ponente : 

(S) 

äs 7 _ J r> L (x x ] \ d S dS 7 ~ dS W ) 

, , |dzdx' dxdz'j 

+ Kl—t) )d g jg; ~ dS JgM 

, . A )dx dy' dy dx'll JO 

Wir können nun setzen 

dV ß=& 

~Tq7 d S' = — W Raum-Inhalt des Parallelopipeds (Kanten r ; d S ; d S') 

^S ^Ö " r" 3 " " 

und erhalten hieraus durch Differentiation nach S 

dd V Raum-Inhalt des Parallelopipeds (r , dS ; dS'). 

dSdS 7 b afe — JJe r 3 

Lassen wir jetzt die x- Achse in r fallen und die xy-Ebene mit der 
durch r und dS bestimmten Ebene coincidiren, specialisiren wir endlich den 
Fall dahin ; dass wir dS' zu jener Ebene normal nehmen ; so folgt un- 
mittelbar: 

ddV .^ dS'. Parallelogramm (r ; dS) 

dS dS 7 b — ~~ m 7 3 

dS' r dS sin(r ; dS) 



= — m 



dS'dS sin(r,dS) 



rr 
Hier ist die rechte Seite bekanntlich nichts anderes als die Wirkung 
eines in dS circulirenden galvanischen Stromes auf ein im Punkte x' j' z' 
befindliches magnetisches Theilchen ; wenn wir 5W als die Intensität des 
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Stromes interpretiren ; in Stromeinheiten durch die Wirkung auf ein magne- 
tisches Theilchen gemessen. Integriren wir also beiderseits über die ge- 
schlossene Curve S, nachdem wir vorher durch dS' dividirt, so ergibt sich: 

Ein in einer geschlossenen Curve S circulir ender constanter galvanischer 
Strom übt auf ein magnetisches Theilchen dieselbe Wirkung aus, wie eine von 
jener Curve S begränzte magnetische Fläche. 

Lassen wir dS' in die Ebene von r und dS fallen ; so folgt un- 
mittelbar : 

ddV n n v 

dsds' = a D - L: 

Die Residtirende der vom Stromelemente dS ausgehenden Wirkung auf 
einen in der Entfernung r befindlichen Punkt ist stets normal zu der durch 
r und dS bestimmten Ebene. 

Bezeichnen wir diese Normale mit N' ; so ist also die Resultirende : 

vftt^t; db = -— — sin r, ab . ab. 
dbdJN' rr v y 

Um die in die Richtung a' fallende Gomponente zu erhalten ; mul- 

tipliciren wir mit dem Cosinus des Winkels zwischen N' und a' ; d. h. mit 

dN' 1 , , 

-=— T und erhalten so: 

d a 

dclV _ a dN' W . , ™ Jö dN' 

dbdJN' da rr v J da' 

oder 

ddV dN' W . , AQl , , Q dN' , 

■i^-tät-7 d b -v— - der 1 = r sm (r, d b) . db - T --- da 

dSdN' der' rrr V; ; der' 

wo wir rechter Hand noch Zähler und Nenner mit r multiplicirt haben. 

dN' . . 

Nun bedeutet -, — - da' die Höhe des durch r , dS , da' bestimmten Parallelo- 
da 

pipeds, wir haben also 

ddV dN;_ 

dSdN 7 b ' da' ~~ 
5ft Raum-Inhalt des Parallelopipeds (r ; dS ; da') 

= — r 3 - A ~i 

D. h. Die in eine beliebige Richtung a' fcdlende Componente der Wir- 
kung eines Stromelementes dS auf ein in der Entfernung r befindliches magne- 
tisches Theilchen ist darstellbar mit Hilfe des Rauminhaltes des durch die 
Linien dS ; r ; da' als Kanten bestimmten Parallelopipedes. — 
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XII. lieber die Yerschlinguugen und Yerknotungen räumlicher 
Curyen mit sich selbst. 

Kehren wir wieder zu unserem, die Umschlingungen zweier räumlicher 
Curven zählenden Doppelintegrale zurück. 

Nehmen wir an, die Curven S und S' seien einander congruent und 
parallel, so behält unser Integral 

"(S) rtS') Raum-Inhalt des Parallelopipeds (r , d S , d S') 
J r^ ? 

so lange beide Curven sich in endlicher Entfernung befinden, jedes Falles 
seine bestimmte Bedeutung. 

Da nämlich dann r von Null verschieden bleibt, bleibt die zu integri- 
rende Function jedes Falles endlich. Ferner verschwinden nur diejenigen 
Glieder unter dem Integrale, für welche die Elemente d S d S' einander 
parallel sind, bei welchen also r dS dS' in einer Ebene liegen, mithin der 
Rauminhalt des aus diesen drei Linien gebildeten Parallelopipeds der Null 
gleich wird. 

Man erkennt dies sofort, wenn man beide Curven S und S' als Poly- 
gone mit den Seiten d S und d S' betrachtet. 

Bestehe z. B. die Curve S aus den Seiten dSj dS 2 dS 3 . . ., die Curve 
S' aus den, diesen successive parallelen Seiten dS/ dS 2 ' dS 3 ' . . ., bezeichnen 
wir allgemein mit r mn die Entfernung von d S' m nach dS n , so erhalten wir 
für das über beide Curven erstreckte Doppelintegral die Summe 




R.-Inh. Parallelopiped (d S/,d S 1; r n ) 
R.-Inh. Parallelopiped (d S/ , d S 2 , r 12 ) 

_ _ 

R.-Inh. Parallelopiped (d S/ , d So , r 13 ) 

y ..._.. 

■M3 

etc. 
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K.-Inh. Parallelopiped (dS 2 ', dSi,r 21 ) 

R.-Inh. Parallelopiped (dS 2 ',dS 2 , r 22 ) 

~ "~^? 

— etc. 
und hier verschwinden alle diejenigen Ternie, bei welchen dS und dS' ein- 
ander parallel sind, der Inhalt des Parallelopipedes also auf Null sich reducirt. 
So verschwinden also jedes Falles die Glieder, bei welchen dS und d S' 
denselben unteren Index besitzen. Eine gewisse Anzahl von Gliedern wird 
stets von Null verschieden sein und es wird ihre Summe ; d. i. jenes , über 
beide Curven erstreckte Doppelintegral, einen bestimmten Werth besitzen. 

Dies ermöglicht , die Anzahl der Verschlingungen und Verknotungen 
einer Curve mit sich selbst zu zählen, wenn wir uns die Curve aus zwei 
einander beliebig nahe, jedoch in endlicher Entfernung befindlichen con- 
gruenten Curven bestehend denken. 

Den fundamentalen Fall bildet hier eine einfach in sich zurücklaufende 
Schraubenlinie. 

Die zu einer solchen als ihrer Begränzungscurve gehörige Fläche zeigt 
die Figur: dieselbe besteht aus zwei Blättern, welche in einem Punkte zu- 





sammenhängen, im übrigen aber sich frei durchsetzend in einander über- 
gehen. 

Nach Riemann würden wir diese Fläche und jede andere, welche aus 
einer Anzahl von in einem oder mehreren Punkten zusammenhängenden 
Blättern besteht, Windungsfläche, diese Punkte aber, um deren jeden sich 
also zwei oder mehrere Blätter einer Windungsfläche als um einen ihnen 
allen gemeinsamen gruppiren, Windungspunkte nennen. Wir legen einem 
solchen Punkte allgemein die Ordnungszahl n bei, wenn die Anzahl der in 
ihm zusammenhängenden Blätter n -f- 1 ist. 

In dem oben angeführten fundamentalen Falle ist der Punkt, in wel- 
chem die beiden Blätter der Fläche zusammenhängen, also ein Windungs- 
punkt erster Ordnung. 
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Denken wir uns nun die Begränzungscurve dieser einfachen Windungs- 
fläche aus zwei congruenten und parallelen Curven S und S' bestehend, so 
erkennen wir, dass die Curve S' die zu S gehörige Fläche einmal — in 
positivem oder negativem Sinne — durchsetzt; dass also der Werth unseres 
über beide Curven erstreckten Doppelintegrales 

__ /'(ß) ÄS') Raum-Inhalt des Parallelopipecls ( r , dS , dSQ 

gleich 

+ 4tt 

ist ; -\- 4 n im Falle der Figur a) ; — 4 n im Falle der Figur b). 

Dieser Integralwerth ergibt sich auch schon aus der Thatsache, dass 
zwei in angegebener Weise schraubenförmig gewundene Curven eine einfache 
Verschlingung mit einander eingehen. 

Bei einer doppelt gewundenen, in sich verlaufenden Schraubenlinie be- 
steht die zugehörige Windungsfläche aus drei Blättern, welche in einem 




Punkte — hier also einem Windungspunkte zweiter Ordnung — zusammen- 
hängen. Die Anzahl der Flächendurchsetzungen ist in diesem Falle gleich 
zwei, der Werth des Doppelintegrales also 

± 2 . 4 ji ; 
da die Durchsetzungen entweder alle positiv oder alle negativ sind, 

Den ferneren Fällen 3-, 4-, . . . n-fach gewundener in sich verlaufender 
Schraubenlinien entsprechen Flächen, welche resp. aus 4, 5, . . . n -\- 1 Blät- 
tern bestehen, die je in Windungspunkten resp. 3., 4., . . . n ter Ordnung zu- 
sammenhängen. Die entsprechenden Integralwerthe sind also beziehungsweise 
+ 3 . 4 7i, + 4 . 4tx, ... + n . 4tt. 

Nach Allem können wir also folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 

Der Werth des Doppelintegrales 

( S ) /^O Raum-Inhalt des Parallelopipeds (r,dS, dS') 



~rs 
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bezogen auf eine beliebige Doppelcurve ; welche in einer Riemann y sehen Fläche 
einen, Windung spunld völlig umschliesst, ist gleich + 4ti, mtiltiplicirt in die 
Ordnungszahl des Windimgspunktes. — 

In anderer Auffassung können wir die einfach in sich verlaufende 
Schraubenlinie ansehen als den einfachsten Fall einer Curven verknotung. 

Nach dieser Richtung weiter gehend, kommen wir zunächst zu dem 
gewöhnlichen Knoten. Die Fläche ; als deren Begränzung die verknotete 
Curve S anzusehen ist, wird hier die nachstehende Gestalt haben. 





Denken wir uns auch hier die Curve S in angegebener Weise doppelt 
aus den beiden congruenten und parallelen Curven S und S' bestehend — ; 




so ist ersichtlich; dass S' die Fläche der Curve S dreimal in gleichem Sinne 
durchsetz^ dass also der Werth unseres Doppelintegrales gleich 

±3.4tt 
ist. Hier haben wir das Plus-Zeichen im Falle der Figur a) — wo die 
Durchsetzungen von oben nach unten stattfinden — ? das Minuszeichen im 
Falle der Figur b) — wo die Durchsetzungen von unten nach oben vor sich 
gehen — zu setzen. 

Ist der Knoten doppelt , so besitzt die zur Curve S gehörige Fläche 
die nebenstehende Gestalt; — die Curve bildet dann ein krummliniges Pen- 
tagramm; — 
chem Sinne. 



und es durchsetzt dann S' die Fläche von S fünfmal in glei- 
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Der Werth des Doppelintegrales ist also dann 

+ 5 . 4 7i. 





Ist die Verknotung dreifach, ist die Gestalt der zu S gehörigen Fläche 
so die nachstehende, so nimmt der Werth des Integrales, wie sofort zu 
dien, abermals um 2 . 4 n zu, er wird also gleich 

+ 7 . n. 




- 66 — 

Allgemein ist unser Doppelintegral bei n-facher Verknotung der Curve 
gleich 

±(2n + l) . 4 rc 
und es ist 2 n -f- 1 die Anzahl der bei der Verknotung stattfindenden nicht 




reducirbaren Durchkreuzungen der Curve mit sich selbst^ wenn ivir uns dieselbe 
in einer Ebene befindlich denken. 

Geht eine Curve dieselbe Verknotung zweimal ein, so ist die Gestalt 
der Fläche eine andere, je nachdem beide Knoten getrennt von einander 
existiren, oder ob man die beiden Knoten über einander anzieht. 

Findet z. B. ein einfacher Knoten zweimal statt, so ist im ersten Falle 
die Gestalt der Fläche die in Fig. a) b) c) abgebildete, im zweiten aber 






die in Fig. A) B) C). Im ersten Falle besitzt die Fläche also zwei, im 
zweiten nur einen Windungspunkt, wenn wir so auch hier den Punkt be- 
zeichnen, um welchen sich mehrere Flächentheile als um einen ihnen allen 
gemeinsamen Punkt gruppiren. 

Der Werth des Integrales ist aber in beiden Fällen derselbe. In un- 
serem Beispiel ist er gleich 6 . 4tt, im Falle a) A), wo zwei positiv gerichtete 
Knoten existiren; gleich — 6 . An im Falle b) B), wo zwei negativ gerichtete 
Knoten vorhanden sind; gleich Null im Falle c) C), wo zwei entgegengesetzt 
gerichtete Knoten bestehen. 

Bei zwei gleichen und gleichgerichteten Knoten verdoppelt sich also der 
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bei einem Knoten stattfindende Integraliverth, 'während er = wird, ivenn die 
beiden Knoten einander gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. 






Hiernach ist unmittelbar klar, wie sich das Resultat bei einer 
grösseren — geraden oder ungeraden — Anzahl gleicher oder ungleicher 
Knoten je nach der Richtung derselben gestaltet. 

Es zählt also in diesen Fällen unser Doppelintegral gewissermassen 




die Verknotungen eines Bandes, wenn wir die Begränzungscurven des Bandes 
als die beiden Integrationscurven S und S' betrachten. — 
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Natürlich lassen sich noch andere Arten von Verknotungen einer Curve 
S mit sich selbst behandeln-, doch werden hier die Betrachtungen leicht durch 
die Schwierigkeit ; die zu der Curve gehörige Fläche zu construiren, un- 
gleich complicirter. — 

Die hier angewandten Methoden lassen sich verallgemeinern auf ana- 
loge Betrachtungen für einen Raum von mehreren Dimensionen. Die Re- 
sultate meiner Untersuchungen auf diesem Gebiete hoffe ich bei anderer 
Gelegenheit mittheilen zu können. 



